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����! "��� ����#��� ����� ��	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

����% &�����	 ���������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

��� &���� ��( ��������� �#	� � ��� ��
	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

����� �����
� �����
��� ���*��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � �)

����� +���
� ��(�����
� ����� ������ �� �������
��� ���� � � � � � � � ��

����! �����(��
� ���(������ ���� ���*��������� � � � � � � � � � �!

����% �����
� ��	 ��
	(��� ������
����� � � � � � � � � � � � � � � � �!

���� "���
� ����,
��� 
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

����$ -������� ���(������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.

����' /�������
� �
����	 ���(������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � !0

����) &���� �����������1����������� -��������	2���� � � � � � � � � !%

��! -������� ������ �������3 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � !)

��% /�(���	�� ���
� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %0

��%�� "��� ���
�� � ���	�(�#���� 4�������5 � � � � � � � � � � � � � � � � %�

��%�� 6���*���
� 7���(	���8 � ����(��������� ������� � � � � � � � � %!

� �������� ��������	��� � ���������� ������ �������	�  !

��� 9*���	 ���������  ����(���: ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %.

����� ;������(���: ������(�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  0

����� -���(���: ��������(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  �

����! -���(���: �������(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  '

��� <�(�� ����
��� �������
� ������,� ���(�����	
� � ������
� �	������ $0

����� -	����� ��������(� � ���������
�� ����������(�� � � � � � � � $'

����� -	����� �������(� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $.

��! 9������ ��������� � ������  �	������ ������� � ��*���
��� ������(��	�� '%

��% �	��	 ����(���
� �������� � ����
�	=��� (Z,N) � � � � � � � � � � � � � � ')

�� >��	���	 �
����� ������ ������� ����?

@��� �����
���#��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )!

��$ >�� ���
	���  ������	 �����	
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ))
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��� �����	
�� ����	�� ��
���� ������ � ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��
����������� � � �� ��!����	�� ��������"	# � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$

��� %����������� �����" �����	
�"	# &����	�� '�
���� � � � � � � � � � � � ���

��( ������)* �������"	
�"	#  �
���+� �������"	# � � � � � � � � � � � � � � � � ��,

��, -��
���� ��  ������������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��.

��/ 0�1��	�� ����� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

� ��������� ���
��
� �����������  � 

(�� ��!����	�� ��������� �"2�
"	# �
���+� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

(�� 3������ �������	�� 
���2�� �� ��!����	�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � ���

(�� 3���	�� ��!����	�� 
� � ���� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$

(�( ����" ��������
�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(�

(�, 0�1��	�� ��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(.

(�/ ��
���� ���" � �����
� ��� ����� 
��!�������"� � � � � � � � � � � � � � �,/

(�$ &��	�� ��������� ��� � ������	# ��� �����


��!�������"	# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,.

(�. %����� �����" �"���� ������  �
��)	�� 4���	��56�� � � � � � � � � � � � � � �/�

��!�������� � �������
		  "�

#�!�
��  "$

- 7
"����� �������"	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �/$

-�� 4�����
	#��� ��������8 ������)	� #������� �!��"	
�"	# � � � � � � � �/$

-�� 9"������ �������"	
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �/:

; %����" 	��������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$�

7 ;�
" < ��=��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$(

7�� ;�
� 6�6>? 1�
� �!��"	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$(

7�� 4�
��)	��  ������
" 1�
��� 6�6 >? 6�6 � � � � � � � � � � � � � � � � � �$,

� 9"������  �
����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$.

��� @�1�	�� �  ���
	
"A��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$.

��� B����	
���� �1�	��)* �"������ Rx � Ry� � � � � � � � � � � � � � � � �.�

3 9"������ 	
���+� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.�
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���	��� �������� �	����	���� ���� ���� ��������	��

��� ���
��� ���
����� ����� �������
� ����
����
 �������� ��������	���� �
 ��� ��
 ����

��
�
�����
 � ��
����
� �� �����
�� �������
� �	����	� ���� ����
��	� �
 �������

��	�
����� ������	
 ���������	
� ��� �� �� 	�������� ����� �����
���
 �� �����
� ! �
�

�������� ����� � ��	�����
	�" 	 ����	��" 	���	������� ����
���� ���������� �������

��� ��	�
������
 ������	
� ��� �
� �������� ����
� �����	��� 	 � �
������ ������� ����

��
�	����	� ��
 ���� � �� ������ �
����

# �
���� ����������
 ��������	���� ������	
� ��	� ���
� �������
������� ���
 �	�
��

�
������ ����
 	 ������� ����� ����������� �
 �� ��� 

��������
�������� ��� ���	����

�������$ ��� �����������
��	
 � ����� �������
� 	����������� %
 �	�
 �
��� ��	������� �


� ��
����� ����
� �����	��� ��� � �� ��� ���� ��
��
� ��	�
 ����� � ��
����� ���
���	

	 ���� ��	������� %� ��� ��	����
� �
 ��
����" ������	� ������ 
�����
������
� ���� �����

���� ���
 �� �
����� ����
��� ! �
� �������� ���
�� 	���	����" &������� ��	�
�������
�

Σ� �������
���������� ����� ��
����" ������	��'

Σ : ρ(x, y, z) =
1

2
ρ0,

����
 �� ��������
��� ρ0 ������� ��
����" �
������� 	 ������
 � ����
 ������
�� ���	��


������� 1
2
���� �
&�����
 �����
��� ��	�
������� (���
	��� ��� ���
 ������
� ��������	����

������	
 ��������� 
�����
������
 ���� �������� ���
 �� ��	�
������ ������	
�� ������� ��

��

 ����������� ������ ������������ � �
���	 ���
����������' ���
������	 ��� ��
��

��
���

)���
���� ��� ��
���
�� �
�� �
���� � �������
���
������ �����
��� 	������
����� �
����

�	����	��� 	 	�
� ���
������� &���� ������ ���' �����	
�� ��
�����
�� &���
 *���

�����
���	��
�� ��� � ��	��
� 	 &���
 ������	
�� +�
�� ���
��������
� ����������� �����
�

��
 ��������	�, �	������	��� ���
��� ���
������ ��	�
���� v̂(x1, x2)� ���
�� ������"

-��������� 	�
������	
�� ����
�� ������	
�� ����'

Ĥ = T̂ +
1

2

N∑
i=1,j �=i

v̂(xi, xj),

������ ���	� �
������� ��� ���� �� ����������������



� ������

������ � �	
��� ����	������ �
�����	������� xi � xj 
��
��������	 ������� ����������

�	
	���
�����	�� �	��� ������� � �����	� �	� T̂ ���� ���
���	 ���������	� ����� ��	��

���� ������	���� ������ �	���� ���������� ψi(x)� � �	 ������ �	������� �� ��
��	��� 

������� ����	 ������� �����	���	��	 ��
��������� �� (N − 1) ��	���	� ���	�	��	�� �	

!N "#��	 ��	����� �	��$

V̂ (x) = N
∑
i

∫
ψ∗
i (x)v̂(x, xi)ψi(x)dVx,

����� N ���� ��������� ��
�	������	��� �	� dVx �������� �	
	���
�����	�� ���� 	�#

��
	����� � ��� ��������� ������� 	����	��	�

%�
���	�� � ��� ������ ���� ���
	��
 �	���� �� �����
������� � ����� �	
	�#

��
����� 	�� ����� ������� ��������� 	 ������	� ����	� �������� ���
��� ��
����	���� ����

�� ����
�
����	�� �	�� ������	� �
������� ���	 ��	�
������ &	������	��� ���� ����	��

�
�� �������������� ����������� ��������� ������	�� �	
���� ��
�� �����	���	��	� �	�

� ���
	����� ������	��	 ����� ���	���� ��	������� �
��	��� �� ���
�� ���	 �
�������

� ��� 
�	���	�� �	���������� ��	��� �	�� �������� '	
�
��#(��"	�

)���
�	����� �������� ���� ��������������� ��� ����	��������� ���� ��	�� � ��#

��
	��
�� �� �	��	 �	�� ���������� ���
�� �		�	����	�� �� ����� ��	���� ��	�
����

� ��
���	��	 �
�������	* � �	���� �����
�����	������ + �	��� �������� �	��	��

�����
���	��	 ������	�� V̂ (x) � �����	���	* �������#������������ ��������� ���� ����	 

������	�	��	�	 ������ ������	�� � �����	 �����	 �	
	���
��� ���
� ���	���	�� ��	 ��

�����	�����	� + ��� �����
	,� ����� ������� ���� -����
�	��� .�����	� ���� +����	#

/	0��	 ��
��	����� �� ����
	��
� �	��� ���� � 
	�	� ������
	� /�
	����
�#+	
��	�	

� �	�������� ������	�� � �������	��	� ������	��� + ��� �������� �����
����	 ��	�
��	

��	�� ���� ������� ���
	���� �����
����� .�����	� �����	��� ,������ ����	���� ��	��


	������� ���� ������ � ���� �������	� �������	 �����
������ ��	�
���	 �
�����	��	 ����

�	����
� �
�� ����� 
���������	 � �	��� �	
����� ���
�����

Σ{α} : R(ϑ, ϕ) = R0c(α)[1 +
∑
λ

λ∑
μ=−λ

α∗
λμYλμ(ϑ, ϕ)],

	 �	�������� �����
���� ������	� ���
	��� � ��
��� ����������� ��
��� +����	#/	0��	�

&	��	�� ����	��	 ������	�� ���
������ ����	�

VWS(r;V0, r0, a0) ≡
V0

1 + exp[−(r −R0)/a0]
,

����� � ����	����� �	�� �������� (r − R0) ��������	 �������� �� �����
���� ���
� �

�
������� R0 = r0A
1/3� ����	 ������� ��
��	 ���� �����
���	�	� � ���
��

V def.
WS (�r;V0, r0, a0) =

V0
1 + exp[−distΣ(�r)/a0]

,

����� �����	 distΣ(�r) ���	�	 �����
���	��	 ����
����� �������� ������ ��������	 ���#

����� �� �����
���� ��	�
���� Σ� + 	�	������� ������ ������� �����
���	�� �����#

�	� �����	���	��	 ����#�
���	 	 �������� �������� �����
���� �����	 �
�����	����� ����

��1���� � ��� �����
	,��

2������	��� �
	�����	 � �	��	 ��	 ��� �����
���� �	
	���
����� ���� ���� �� �����

����
���� �����
������ ������������	 �� �������� �	 ����	� �
	����
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ĤWS = t̂+ V def.
WS + V def.
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j = ĤWS, ∀ j.
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���� �������
� ����
�� ��	� ������ ���������	��� ���	������$ � ������� ;�����/��

������ ������������������������� ��	���� 
� ������ ��
������ ��������� ���	 ���
��
�� �������� ���� ��
������ � %	��� �������� & ����� �� ������ �� ��	� ��
��
��
������	
� �	��#" ������������� ��	�� ����� ���� ��" ����� ��������� 	���������� ��
������	� 
�� ����� ��� ����	� ����#��
�� �	� ��� /:������B�����/ ���� /:�
��� -�
�� C��
D��� @��� �����/� ����� ��	�����
���� ��	����� ������	� 
� ������� � ��	����	�
�� E	��#"
������������ �����
� � �� ��
����%�� ��� 	��%
����
� ��� �� � )=��3<,� ��	�� �
�����
��������� ;�����
������ � �
����� �����
� ��� ��	�	����
� 
� �	��#�� ������� � �������
�� ��
��	������ 
� ������	�
�� ���������
���
�� ��� � ������#�� ������ 
� ��	�	�	����
���

9�����	� 
�� �
����� ��������� ����	�
� � �� ����� 	������ �	����
� 
� ��� �������?
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���	� �����		  ������ ����
	� 	�����	����� ����������	 ���������
�������
�	 � ��� ���	
���	� �� �	��
� � � ��������	� �	�	���	��
��� 	 �������	� �� ������

����� ����	����� ���� ������� ����������	�� �	�	���	��
���  ��� 	�����	�����
����������	� �������
 ������ �	�	���	��
�	  �!�������"��#������ ���� ���������	� 	��
���������� ������	� ��������� ��
�������
$ �	�	���	�����
$�

��� �������	
��� �����	 ������	�
�� �������

% ��� ��������	��� ���	��� �������� ������� ��������
��� �	����� � ��������	 ����
���
	��	 ��������
����	� ��
�������
 �� ��&�	
�	 ����� ��	���
$�	 ��������� �������
��
$�	�	 �	������ � ��
$���	�� ��������
	� � '��	���
$��	��	��( ������ ���� 	 �	���
���	����
$ ������	�)�

����� ������	
 ���������� 	�
��
 
�������

*�	���
$�	�� ����� �������������� Σ� ���&�	����� �� +,�$-./� ���	�����
  ������ ����
�	
���	���
$� Yλμ(θ, φ)� +0��--/ ����1

RΣ(θ, φ) = R0c(αλμ)[1 +
λmax∑
λ=0

λ∑
μ=−λ

α�
λμYλμ(θ, φ)], 23�34

���	� αλμ ���  �������
	 ����������	 ����
����	���	 ���	�	��
	�� ����� ������ ��������
����� �����������
$ ������	���
$  ��	�	� ��
$� ���������
$ 2�	�
� ��	�� ������	�
�������
$� �����
��  �������
$ ����	��
��
$� '����������	( �������
�	4� 5���
��
RΣ(θ, φ) �� ��������6 ������ �� ��	���
$�	 ������ �� ��
������ ������ �����������
$�
����� (θ, φ) ��&�	���� ��
$����	� ����	��	� �����
��� ���� ������ �������� ��	 ������
�����������
$ � 
����	� c(αλμ) ������ �� ��
$���	� ��������
	� 7�����	�	 �����
����
��� ���&�	���� ����1

Yλμ(θ, φ) = (−1)μ

√
2λ+ 1

4π
· (λ− μ)!

(λ+ μ)!
P μ
λ (θ)e

iμφ, 23�84

���	� P μ
λ (θ) ��� �������������	 ����
���	  �������(�� 0������
���� ������ �����	���

����
���	� $�����	� �����
���
$ ���� ����
� ����
�	  ������� ���� ��������	��� 
9������ :�3�

%������� ���� �����	� ��	���
$�	 ������ ���� ��������	��� �����  �����
	 ���
�	
���
��	���
$ ����1 R�

Σ = RΣ� 
� ������	 �� �����	�1

λ∑
μ=−λ

α�
λμYλμ(θ, φ) =

λ∑
μ=−λ

αλμY
�
λμ(θ, φ). 23�;4

<����
�� ��� =������>$������ ������ ���	��6

Y �
λμ(θ, φ) = (−1)μYλ,−μ(θ, φ), 23�?4


� �� ������	��	� �� ���� 3�; ����1

λ∑
μ=−λ

αλμY
�
λμ(θ, φ) =

λ∑
μ=−λ

(−1)μαλμYλ,−μ(θ, φ) =
λ∑

μ′=−λ

(−1)−μ′
αλ,−μ′Yλμ′(θ, φ). 23�.4
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 ���	
�� �
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λ∑
μ=−λ

Yλμ(θ, φ)[α
�
λμ − (−1)μαλ,−μ] = 0, �����

� �	���� ����
� ���

α�
λμ = (−1)μαλ,−μ. ��� �

������� 	
	� ��������	
� ������ ������ �����	
��� �� �	�	��� ������� �������� ��� ���	������

�
�����	�	
���� ��� ������ ��������	��� 	����� ��� ������ ���	��	
�� ��� ������ 
���� 	���

��	���� ��� ����� 
���� 	�� � ������� � ��� ! ���	������ 	���	�	
�"

!
 ���"�" ��� ����#�	
���� �$
 ������
#��� ���	
�	� �$
#�
 �	����
� ���� ������
����" ���� ���
�
� �$
 	���� ���	
�	� �#����
#
�$
�� ���%�
���� 	����� ����������
������������ #�&���
��� α20, α22, α30� 
�� #� '���
��� 	��� ���	
�	��� 
 �����'����
#�&���
��� � �����$������� ��	���%� �$
 �
�
��	�� #�&���
��� �������� ��$�#��� (�)
�"�� �
)#� ���
�"�$
 ���	
�	� ��
#�"������ 
 #�
 �����
�
� 
 ���"�" ��� ���	
�
���
�
� ���	
�	� #�
 �	���'� �������
 #�&���
��
 ��	"�����
 �����#��
�
 
����	��$�
�#%�����$
� !
	���
�	 (��� ��* �
����
 #�
 ���	
�	� ��	"������� ������ ����	�����
�
� � 
����	����� �%�� �� +�$
�� ��$� '����� �������$
 �
�	����$
 ����������
 #�&���
���
α32� �� ���� %�� ��"�	�
��$
 ����	��� 	�	�
��#�
��� �%$�#����� "���
� 	�� ��
����
 t1��
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	���������� � ��� � 	��	
	 ����������� ������������� � ����  ��	������ 	����������

�	���� �������
�	�� �� ��������� ��� ��� o1!" � ��� ��� o1#"�

��������� � 	�
���� ����� ����� �������� �� � �	� ���� ��� �� �
������� 	�������� ���
�� �	��
��� �o1�! ��"��� �������� ����	 ����	� ���� � ��������"�  ����	�����
��� ��	��#
�����$

o1 ∈ (α40, α44 =

√
14

5
α40). ���%�

&��'���� 	�" ��������$ ����� �	��
��� � ���� �	��
���! ��'� �����
�( �� ����������
�������"� ������ )��	���� �#������� ! ��� �� ���� �������� �� ���� ��*! ���� ��� ����
��������"� 	�������� #�� 	��	������ ��
��! #�"���� �� ��#
��	� �� ������������( 	�����
���� ���� �	��
����

+�	��# ����	� ��
� ���	���#� ���	�� �����	����� ��� ��� ������� )��	�� ����� �	��������
����#��� � ��	���� � ��������� � ����������� ��'� )�( �"'��� ,� ����	���! '� ���������
�)
������ � ���
����������� ����������� ��������"� 	�������� αλμ! ��'�� ���
��������
�������( ��� ��� �������� &����� ����	� ����������� ����������� ���
�����������! ��'��
��
���( ����#�� 	
� �������"� � ������
���� ��	����������� � ���������� �����
�( ������
)� �������( ���
� ������� �� ����#�� �"�����'�� 	
� ���� ����������� ��������"�
	��������� + -�	���� .�� ����	�������� ���� ����� ��
�� �������� #���������� ��
������ �����������! ��"��� ��
�'� �����������( 	� 
������ ����#�� �������
����
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� ������ ������� �����	
��� �� �	�	��� ������� �������� ��� ��	�����

���	������ ������������� t1 � 	������������ o1� �	������������ ����� ������ � �	������

����� �����	
 ��������� ����	�����

��������	 ���
�� ������ ������ �������
��� ���� �� ���
��� �������� ����� 
�����
�
	���� �������� ���
�� ������� ��� ��	������ � ���������� �
 ��������� ���� �! "������
��	������� �������	� ������� ����#

4π

3
R3

0 =

∫ ∫ ∫
V

dxdydz = Ivol, $%!&'

�
��� 	� ������ �� �������	� ���
�� �
������������ V ! "� ���( ����
��	� �����	���	�
������ �������#

Ivol =

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dφ

∫ RΣ(θ,φ)

0

r2dr =

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dφ
1

3
R3

Σ(θ, φ). $%!%)'

*����� �
�+������#

F (θ, φ) = 1 +
λmax∑
λ=0

λ∑
μ=−λ

α�
λμYλμ(θ, φ) $%!%%'

� ��
��������	 F (θ, φ) 
� ����� $%!%)' 
�������#

4π

3
R3

0 = R3
0

1

3
c3(α)

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dφF 3(θ, φ) $%!%,'
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��� �������	
 ����������� ������� ����������� ��� �����

c(α) =

[
1

2π

∫ π

0

sin θdθ

∫ π

0

dφF 3(θ, φ)

]−1/3

; ������

��	 ��� ���� ����!�  �� c(α) ����� � ���"����  ��#���$� #�����% � ���!�  �� #��
	������
�

����� ���� ��	�
��� ����� ���

&��#��� ���	�� #�� �	�$��  $���	� ���� #�����% ���! �  � ���� ���������" �'
(�����# � �
�� ������$� �� ��������� �λ'��������% $���	 
	���
 ���)��������" ��	����
� � � $���	 � ���� ���	������ ! α1μ = 0�% �� ���� 
������� �� 
 �������)� �	'
�
�������"   ����" � λ'� ��������� ' �� ��� ����  #�� ������

��*� 
#�� � �� ������ ���� �����$+ ����  #������# #�	��

ρ(�r) =

{
ρ0 �������� #�����
0 �� ��������.

����,�

-������� #�� �����(�����#� ���)��������" 	����#�.�	 �" �� ���)��������" �(�������"�

x = r sin θ cosφ, ����/�

y = r sin θ sinφ,

z = r cos θ,

� 0�	�� ���� |J | = r2 sin θ� 1��)�������� 2�3 $���	� ���� ��!�� ��� ���+ #�	��

zcm =

∫ ∫ ∫
zρ(�r)d3�r, ����4�

���� 

zcm = ρ0

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dφ

∫ RΣ(θ,φ)

0

r cos θr2dr

= −ρ0
∫ −1

1

d(cos θ) cos θ

∫ 2π

0

dφ
1

4
R4

Σ(θ, φ)

=
1

4
ρ0

∫ 2π

0

dφ

∫ 1

−1

R4
Σ(cos θ, φ) cos θd(cos θ). ����5�

1 	 �
�	
 �� Oy ���� ������ �

ycm =

∫ ∫ ∫
yρ(�r)d3�r, ����6�

���� 

ycm = ρ0

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dφ

∫ RΣ(θ,φ)

0

r sin θ sinφr2dr

= −ρ0
∫ −1

1

d(cos θ) sin θ

∫ 2π

0

sinφdφ
1

4
R4

Σ(cos θ, φ)

= ρ0

∫ 1

−1

d(cos θ)
√
1− cos2 θ

∫ 2π

0

sinφdφ
1

4
R4

Σ(cos θ, φ)

=
1

4
ρ0

∫ 2π

0

sinφdφ

∫ 1

−1

d(cos θ)
√
1− cos2 θR4

Σ(cos θ, φ). ����7�
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xcm =

∫ ∫ ∫
xρ(�r)d3�r =

1

4
ρ0

∫ 2π

0

cosφdφ

∫ 1

−1

d(cos θ)
√
1− cos2 θR4

Σ(cos θ, φ). ������

��������� 
��� ���� ������ ��	� ��	� �� �� � �	��	������!" ������ 
�#� �������$�%

������ ��#� � ��$#������% $�����  �������!�����%  � 
��� ���� ������ ��	� ������
���	�&�����$� 
��	���� � 	
�!����� � 
�����!�% � 	��	�����!" �� ��!"����!" ������'
��� &������� 
��	�����!�� ������ �����	����� � ���� 	
�	�&%  � ��$� 
�!����� 
�������
	��� &�����  
��� ����� ������ ��	��

����� �����	
 �����������

(������ &��������!� !"������������ ����!��� ������ �&���������� � 
��
���� �
�
���������$� ����	���� �&���� �$#����� ����� �	�� (����� &��������!� � 	��	����
�� ������ �	�% ��	� ��)������� ����

I =

∫
dist2⊥Σ(x, y, z)ρ(x, y, z)dV, ������

$��� *���!�� distΣ ���!� ��#�$���� ����$� 
����� ���� ����!���� � �������� 
��	'
��
������ �� �	� �&�����

�����%  � ������� &��������!� �
�	����!� &����� 	������ 	�� ��&��� 
��&#� �����
�±3%� ������ �������!�$�% �����$� ��	��� 	
�� #�&+� ���
������� 
��������%  � ����#�!��

�����$ ��$�� &�� �����&����

���#���!�% � �����!" ���� 	�� ����!��� � 
��$����!" $�����  ��	���
����!��

��������� ,��!" ρ0 ���!� ������ ��	� ��	� ����������  $��	���!����

ρ0 =
m0

V0
=
Zmpc

2 +Nmnc
2

(4/3)πr30A
. ������

����!�� ��#�$���!� ����$� 
����� �� 
�	!�$�#��!" �	� ������ �	
��������!"�

dist2axis=0z = x2 + y2 = r2 sin2 θ ����-�

dist2axis=0y = x2 + z2 = r2{sin2 θ cos2 φ+ cos2 θ}
dist2axis=0x = y2 + z2 = r2{sin2 θ sin2 φ+ cos2 θ}.

����� ������� &��������!� #�!��� �$#����� 
�	!�$�#��!" �	� ����	���

Iz = ρ0

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθ

∫ RΣ(θ,φ)

0

r2 sin θ sin2 φr2dr

=
1

5
ρ0

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

R5 sin3 θdθ. ����.�

/��#� 
��������%  � ������ ��	� 	������!�� �$#����� 
��	!��� 0�� �� �����

Iz =
2

5
ρ0

∫ π

0

dφ

∫ π

0

R5 sin3 θdθ. ����1�
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Iy = ρ0

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθ

∫ RΣ(θ,φ)

0

r2drr2{sin2 θ cos2 φ+ cos2 θ}

=
2

5
ρ0

∫ π

0

dφ

∫ π

0

R5{sin2 θ cos2 φ+ cos2 θ} sin θdθ, ������

����

Ix = ρ0

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθ

∫ RΣ(θ,φ)

0

r2drr2{sin2 θ sin2 φ+ cos2 θ}

=
2

5
ρ0

∫ π

0

dφ

∫ π

0

R5{sin2 θ sin2 φ+ cos2 θ} sin θdθ. ������
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� #$������ � ���� �����!$� �
���
���!� ���
 �
�%�#� �������% �������!�� ��
 	���!��
�
������ &������
��!
���

��� �����	 
��	 �������� ����	 � ��� 
	��

(�! ����������	 ��"��$���!
 #��� �)����% ��)���!�% ����!�#�	% ���*������!�&�� %�
+
��!�&� �� �������, �����������!
�� � ��# ����
� � ���� ��% ����!���!
�� �����)�
���$���!
�� � �������!��� �$��- 	���!��� �
������ �������!��!% ���� "���!��&�� �
���%
��������!��# ���
 � �������)� �������
 �������!��!%� �)�$� !����
 ����&�!�������� �
���% %�
��!�� �!��&�� #��!���$�����
��� �	%�$��
�� �� �����!�� �!��&�� ����������# #$����
���*������!�&��

����� �����	
� ����	
��� �����������

.�����	
��!�� #$������ �$� ���
���#$��� �%� ���
��$�&�#$���� � �����!�"�� �� ���!% ��!+
����&� #� � �� �!��&�� ������	
��!��� /���
� �� ������	
��!�� ���
��$�&�#$��� ����!%+
#�� ��!����� ��$��� !%���!
 � #$���� ���� ���
���!�� %���������&� � ������	
��!��
���
���#$��� !� ��	
�� ����&	�"����� �����%#�� �� !�� ������%#��
 ������!�� ��$� #$����
� ��#$� �!� ��,���!� �������
� .�����	
��!�� #$������ �$� �)������$�&��� ���$��% 10−15

�� � ���!�� ��!����� ���	� ����$���!�� ������	
��!�� 0+0 #��� � ��$��
 �����"�� ��$���� !��
���
����� �!!
�� �!�!
�� ������	
��,� 1��� �
� � �������
� ��$����� �$� �� ������	
+
��!�� !�������!� 	��%!���� ��!����� ��	
 ����	�#$��� ��$���
 �����!��� � !�%���!��� �$�
�����!� ���� ����!� �� �
�
��!�� � ������� #$������#�
2� ��&�$��% !� ����!�"� �����!)� � #$������ � �����% ���� "���!��&� %��&�$��!��!
 #���

����!�#�	 %��������� �)�
 #��� �!��#��
 !�� �������	� ������	
��!�� #$������ � �)�
�
��� ��������!�� ��$��)� �����"�� � ���
���% �
������ �*��
��!�#� ���!� ���
����
� �����
����!�#�	 ����������
��!
 !�	�����!�# %���

Vcoul =

{
Ze2

r
��� r > R0,

Ze2

2R0
[3− ( r

R0
)2] ��� r < R0.

����3�

/ �����!��� ������ ���� "���!��&�� #$������ �
����
 ��������	��� �$� ������# ����
��!�
���
 %�
��% 4������!��!)� ��������	��
�� !�� � ���
�����!���� 4������+5��6� �45��



����� ������	
� ����	
��� ����������� ��

����������	
������������ ������ ������ � ����	�� �����
�� ������ 	� �!�� �
���"�
!� � ���!#�	����� �����	��� ��!��!�$���� %����	"�#&$ '���(������	���	��

�����( � ��!����	���� %���$!��	� "�!� %����	"�# )���!����*��� +)��,-.� 
�&�� $ %����
%��
� !'���	���" !�(����� %���"(�"� %�!��/0

VWS =
V0

1 + exp( r−R
a

)
, �1�23�

����� r−R �� ����#�4/ (� ���� %�$����	��� � " ���� � ����( %��
��( P (x, y, z)� V0 "�!� $
%���$!��( %���������� %��
��	���� !��# � $����4	� � �� $!��!�
�	� " ���� �� (��� ��� ��/
���������� �� ���!%��� �����
�$����� �%�0 V0 = (51+33N−Z

A
) �+5��6,�.� 7�8 �� " ����

���'��(�$���	��
)����4/ ��
���� %����	"�#� ����� �� ����#�4	� �� 4���
� " ����� ) ��( %����	"��

���
��"�(� 	� �!�
� !��	"�������� � �	� ��	� � ����� ���%�#����� %���� %����	"�# !%���������
Vso +9�%,,.� 5� !�(����� !'���	���"� %����	"�# !%��������� Vso "�!� %�!��	�0

Vso = λ
1

r

dρ

dr
(�̂r × �̂p) · �̂s = λ

1

r

dρ

dr
�̂l · �̂s, �1�:6�

����� �̂s �� �������� ���	
 ������� ���
�������� ��� � ������� � ρ �� ������� ������� ���������
���������� ������ ����������� �������	�� ������� ����	����
� ������ ��� 
����� �� ���
r → ∞ ���� dρ

dr
= 0� Vso = 0� ���� ���������	� ���� dρ

dr
≤ 0� r → R0 ���� Vso 	= 0 �

�����	���� ���� �	�� �� ����� λ� � �����
 ����� r → 0� dρ
dr

= 0� Vso = 0�  ���� �������!
������ �� ����	���� ���	"������ ������ ��#�	�� � ������� ���������	� ������ ������� �����
$
��
���� �������� � ������ ��	����	�� ������ 	�� ���� ���������� ��	��������	��

%������ ���
������� ��� ���� ��� �����	� ����� ��������� ������	�� �̂r � ���
 �̂p� &��
����� ���#�	��	� ���� ����
	�� �����
 �������� ������� �������� ' �� ��������� ������	��"
�� ��������� (������	����� �� ������	� )
	���� �
� ���� ������	��� ���� ��������� ��#����
����� �����
�� ����
	��� � ��#��� ��	� �������� ����
���� ���� ������	� ���	�� 	������"
�����

*������� ��������� �)�����	�� +���� ��������� �̂l = �̂r × �̂p� �̂s = 1/2�̂σ� � �̂j = �̂l + �̂s
���
�
�� �� ���� 	������� � ���
�
�� � �������	��	��,

[Ĥ,�̂l] = 0; [Ĥ, �̂s] = 0; [Ĥ,�̂j] = 0 -.�/.0

� ����� � ����	������

[V̂ (�̂r), �̂l] = 0; [V̂ (�̂r), �̂s] = 0; [V̂ (�̂r),�̂j] = 0, -.�/10

���� � ��������
 �)�����	�� ������� �������� ���	������ �� {l, lz; s, sz; j, jz}� (�	�����
�������� ��������� ���
�
�� ��� �� ���� �� ��� �������� ��� ���� ���
������ � �����"
��	��	��� 2�	���� ��� ��,

l̂2Ψ = l(l + 1)Ψ ; ŝ2Ψ = s(s+ 1)Ψ ; ĵ2Ψ = j(j + 1)Ψ -.�//0

ĵ = l̂ + ŝ ; ĵ2 = l̂2 + ŝ2 + 2(�̂l · �̂s), -.�/30

� ������	 ������	� �̂l · �̂s ������ ������� ����,

�̂l · �̂s = 1

2
(ĵ2 − l̂2 − ŝ2). -.�/40



�� ����������� 	
��������� ������ 	
����������

�������� 	
��� ������ �������� ��������	 ���

�l · �s = 1

2
(j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)). ������

�����	 ��� ��� !	� �� "����#�

• ���� ��	����
� !� ����� � �l ↑↑ �s�

j = l +
1

2
→ �l · �s = 1

2
[(l +

1

2
)(l +

3

2
)− l(l + 1)− 1

2
(1 +

1

2
)] =

1

2
l; ����$�

• ���� ������	����
� !� ����� � �l ↑↓ �s�

j = l − 1

2
→ �l · �s = 1

2
[(l − 1

2
)(l +

1

2
)− l(l + 1)− 1

2
(1 +

1

2
)] = −1

2
(l + 1) ����%�

&���	��' ���!�� � !��	��!���� ' ��	����
 ����	���  � ��� ��"������� �
����� !�# ����� � �������( ������(' ������ �' � λ > 0� ��!�' "������ ��! �	���' �
dρ
dr
< 0' ����� � (�l ↑↓ �s) ) ��
�! ������	����
� ) �����!�#�� 	���� ����' ��� ����� �

��
�!�� ��	����
� �
� ������!�� #��!� �!*�� �	����( (� �������� ��
��	��� #��!�� ���������� ����# �

�����+�

ĤWS = t̂+ V̂c(�̂r) + V̂so(�̂r, �̂p, �̂s) +
1

2
(1 + τz)V̂coul(�̂r), ����,�

�!�� t̂ �� ������� ����� ��������#' τz �� ������ ��
�!�	� ��������' � �����#�
 ��������
���

V̂c(�r) = VWS =
V0[1± κN−Z

N+Z
]

1 + exp (distΣ(	r)
a

)
. ���-.�

/����� ���� "������ �����#�
 ����0��"��� ����� �! ��������  ����� V̂so ∼ (�∇ρ× �p) · �s ��
�"� ����� �+ ������+�

ρ(�r) =
∑
N,Z

Ψ�
nxnynz

(�r)Ψnxnynz(�r), ���-��

 ��� � ���+ *����# *���	 #!����������	 Ψnxnynz(x, y, z)� &���	�� ��
� #��!��	 ���

�������� ������� 	���  �� � ��	�!��+' � 	 ����"������ ρ(x, y, z) ∼ λV̂c' � nxnynz

��� ����� � ���������� (�� �������� ���� !�������( 	�!
�� ������������( ��� ��
�!�
	���
���!���(� 1�� 	��� !�� #��!�� �!*�� �	���� �����#�
 ���� ��"��� ����� �! ��0
���#�
� ��������� � *����#� �!��
���� !���� ������ ��������� �! ��	����(�� #��!��'
����� "�!�� ���!���	���� 	 ���#�� ��!���!���� ���2�2��

V̂so(�r, �p, s) = λV0[1± κ
N − Z

N + Z
][�∇[V̂c(�r)× �p] · �s

= λFV0[1± κ
N − Z

N + Z
][�∇ 1

1 + exp (distΣ(	r)
aso

)
× �p] · �s. ���-2�
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� ���� ����	
��	
 ����	���� ����	
� � �����
 ���� � ���� 	
������	 �����
� �	���
���� ���������
 �
����� �����	�� ��	���� � ���� ����	
! P (x, y, z)!  ���
����"	
� ����

#���  ���	 $� � ��%&� '����
��� �(��� 	����
 ����������) �R = RΣ(θ, φ)�n! ���
� �n ��
������ �
���	���� ����
 	����	 �� ���
����"	
! ��*�� ��(	  ����������� ���)

�n = (cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ). #��%�&

�������
�� �*�	
�( +�	�����)

�f(θ, φ) = (�r − �R) = (�r −R(θ, φ)�n). #��%%&

,���	 ��������� �	 �� � �����

distΣ(�r, β) =

√
(�r − �R)2 #��%�&

��� ���	�
��! (� �	���
�	� ���� {θ, φ}! �� ��*���" ������ �r − �R �� � 	����	� ��
���
����"	
�

� ���� ���	���	
 +�	���
 ���������
 �� 
�� ��
	
��
���� ����( �� ���(�	
� ��
�(���� � ���	��� �r� '����
��� � ��� ���� �(��� +�	���
)

�f 2(θ, φ) = (�r −R(θ, φ)�n)2 = �r 2 +R2(θ, φ)− 2R(θ, φ)[�r · �n]θ,φ, #��%-&

��*� ���(� ���� ����� �� ���*� (θ, φ)� �� ��������� ����(�� 
�����	  ���	� ��	�����
���)

[�r · �n]θ,φ ≡ N(θ, φ) = x cosφ sin θ + y sinφ sin θ + z cos θ. #��%.&

/��
����� ���� ���"��	� ��� ����� ���� 
�����	�  ���	���)

∂

∂θ
N(θ, φ) ≡ Nθ = x cos θ cosφ+ y cos θ sinφ− z sin θ; #��%0&

∂

∂φ
N(θ, φ) = Nφ = −x sin θ sinφ+ y sin θ cosφ; #��%1&

����
� ���"��	�  � �	� �����)

∂

∂θ
Nθ(θ, φ) ≡ Nθθ = −x sin θ cosφ− y sin θ sinφ− z cos θ; #���2&

∂

∂θ
Nφ(θ, φ) ≡ Nθφ = −x cos θ sinφ+ y cos θ cosφ; #����&

∂

∂φ
Nφ(θ, φ) ≡ Nφφ = −x sin θ cosφ− y sin θ sinφ. #���3&
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��������� ������ 	
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��� �����	�
 ������� ������ ���������� f 2(θ, φ) ������� ��	���	�������� ��������
��� !

f 2(θ, φ) = r2 +R(θ, φ)[R(θ, φ)− 2N(θ, φ)] "��#$%

� ��&��!

∂

∂θ
f 2(θ, φ) ≡ fθ = Rθ[R− 2N ] +R[Rθ − 2Nθ] = 2RθR− 2RθN − 2RNθ =

2[Rθ(R−N)−RNθ] ≡ F (θ, φ); "��#�%

∂

∂φ
f 2(θ, φ) ≡ fφ = Rφ[R− 2N ] +R[Rφ − 2Nφ] = 2RφR− 2RφN − 2RNφ =

2[Rφ(R−N)−RNφ] ≡ G(θ, φ). "��##%

'������ �������� �	&���!

∂

∂θ
fθ ≡ fθθ = Rθθ[R− 2N ] + 2Rθ[Rθ − 2Nθ] +R[Rθθ − 2Nθθ]

= Rθθ[R− 2N +R]− 2NθθR+ 2Rθ[Rθ − 2Nθ]

= 2(Rθθ[R−N ]−RNθθ +Rθ[Rθ − 2Nθ]); "��# %

∂

∂θ
fφ ≡ fθφ = Rθφ[R− 2N ] +Rθ[Rφ − 2Nφ] +Rφ[Rθ − 2Nθ] +R[Rφθ − 2Nφθ]

= Rθφ[R− 2N +R]− 2NφθR+Rθ[Rφ − 2Nφ +Rφ]− 2RφNθ

= 2(Rθφ[R−N ]−NφθR+Rθ[Rφ −Nφ]−RφNθ); "��#(%

∂

∂φ
fφ ≡ fφφ = Rφφ[R− 2N ] + 2Rφ[Rφ − 2Nφ] +R[Rφφ − 2Nφφ]

= 2(Rφφ[R−N ]−NφφR+Rφ[Rφ − 2Nφ]). "��#)%

*���� �����	��� ������� �+���� ������	��� "���%, �� ���	����� ����� ������� ���-
���� ������	���, ������� ��	������ �	��� �� 	����&� �� 	������ �&�������� '�����	�
�������!

∂

∂θ
R(θ, φ) ≡ Rθ = R0c(α)[1 +

λmax∑
λ=0

λ∑
μ=−λ

α�
λμ

∂

∂θ
(Yλμ(θ, φ))]; "��#.%

∂

∂φ
R(θ, φ) ≡ Rφ = R0c(α)[1 +

λmax∑
λ=0

λ∑
μ=−λ

α�
λμ

∂

∂φ
(Yλμ(θ, φ))], "�� /%

� ������ �������!

∂2

∂θ2
R(θ, φ) ≡ Rθθ = R0c(α)[1 +

λmax∑
λ=0

λ∑
μ=−λ

α�
λμ

∂2

∂θ2
(Yλμ(θ, φ))]; "�� �%

∂2

∂φ2
R(θ, φ) ≡ Rφφ = R0c(α)[1 +

λmax∑
λ=0

λ∑
μ=−λ

α�
λμ

∂2

∂φ2
(Yλμ(θ, φ))]; "�� 0%

∂

∂θ

∂

∂φ
R(θ, φ) ≡ Rθφ = R0c(α)[1 +

λmax∑
λ=0

λ∑
μ=−λ

α�
λμ

∂

∂θ

∂

∂φ
(Yλμ(θ, φ))]. "�� $%

1����� ���� ����� ������ 2����� ��	��&�	����� ������ ��+�� �+��3 �����������
2��������	� 	���������� ������ 2����� ���� �� ��������� ��	��	��� ��	��������
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 ��� ������ �� �������� ������
���
� ���
������ ���
��
	����� � 	��
����
�� �� 	���
������ ������ 	�	��
� ����������
 �
� 	��������� �������
������ �fθ = 0, fφ = 0� 	������ ��� �����
 	������
 �fθθ, fθφ, fφφ� ������ ������� ����
������� �����  
���
 �������!

"���
���� �������� ����#��
��� 	���
����  �
��� ���
 ������
 	����
��� 	�����
����
���� ��
������� �� � ����
���� 	�	
�����
��  ��
�� �����
��
��! $ ����
��
 %������ ���
�
������ ������
�� 	����� � 	��
����
�� �� 	���
������ ������ ��#��� 	���
� �
&��������
	��
������ '�����(�)���!

' �����
	�
� ���
��� ��������� 	��������� �������
 ����� ����
����� ������������ ������
��������� ������������ 	��� ��
���
��!

����� ����	
������� ������	
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ĤΨn = EΨn �+!,-�
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��

Ψn =
∑
ν

cnνφν →
∑
ν

cnνĤφν = En

∑
ν

cnνφν . �+!,1�

2
��� �
��� 	�������� 	������
 �������
 	��
� φ�
μ � 	��
������
�� 	� ���������� ���
��

���� �� ���������0 ∑
ν

cnν〈φμ|Ĥ|φν〉 = En

∑
ν

δμνcν �+!,,�∑
ν

(Hμν − δμνEn)cnν = 0, �+!,3�

����
 ���������0 Hμν = 〈φμ|Ĥ|φν〉! 4��� ����� �����# ��������� �
���������� ��
��
������
 cnν  ��� n = 1, 2, . . . , N ���� ν = 1, 2, . . . , N  ����� ��
�  �
���
 ������������
����� ��� 	
����� �����
����� �������� E = En! '������ �
 ���� ����� �� ��
��������

�����������
 ��
�� � ����� ��
�� ��� det(A) = 0 � ���
�

det(H − IE) = 0. �+!,5�

4���� ���������� � ��������
��� 6�	���
7� �
 � �������� ��
������ PN(E) N ��
�� ���
��
� �
�� ��
���� �
���
! 4�
���� �
���
  �
��� ��������
 ��	������� N �����
���� 
�
�����
����� ���������� ������� ������������! $�	������ �� �������������� ������������ Hμν

�
������ �������������!
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��� ���	������� � ��� ����������� ���� ����� ��������� 	������ ������
	���� ����� ��������� � ��� �������
�� �� ����� ������ ���� ���� �������
������ 
����
����
 �������� ������
 � !�� ����
� � ���	���
� ��������� ���� ��� �����������

� ������ �������� ����� ���������� ���� ����
�  ���	������ ����
��
����
ĥ = t̂ + Vbaza 
��	� ������� ������
��� � �����
��� ����
��
��� "����
���  ���	������
����
��
�� ������� ���� ���� ���� ���� �����
��� ��� �	���� �����
������ �������� #���	�
�����
��� ����
��
�� Vbazy � ������ ��� ��	������ �� ���� ������� �� ������ $��
�� $�	���
 ���	������� ������ ���� ����������% � �����
� �������
�� 	������� ��������� ������	����
	�
��� ������ ������
 �

&���� ��������� ���� ���� �����
��� ����
��
�� �������� ���� � �����
����� �������
� ���	�
� ������ '������� V̂ (�r) = λF ()��� *�+� 
,� #��	� �����
����� ����
��
���
������� �����
��� ��
�	�����  ������
����� ()��� *�+� �, � ����������
 �� ������ ���� �$���� ��-

Vho(x, y, z) =
1

2
m2ω2(x2 + y2 + z2), (*�./,

����� ������ '������� ���� ��������% ������ � ����� ������� ������ �$���
������ �����
��	�
��% � �����-

x2 + y2 + z2 =
2λF
m2ω2

= R2
0. (*�01,

!� �������� ������ ������� �$���
���� ����� ���� ���������% ������ � ������� ��� �$���
������� ������ � ��	���
 �������
 �

2���	������ �������������� ��
�	�����  ������
����� ���� �����
� 34�	++5-

Ĥho = t̂+ Vho(x, y, z) = (− �
2

2m

d2

dx2
+

1

2
m2ω2

xx
2) → Ĥx

ho (*�0*,

(− �
2

2m

d2

dy2
+

1

2
m2ω2

yy
2) → Ĥy

ho (*�06,

(− �
2

2m

d2

dz2
+

1

2
m2ω2

zz
2) → Ĥz

ho, (*�07,

� ����������� ����������� ��� 
�������
� ��
�	����� � ����������
 �������
 - ω2
x, ω

2
y , ω

2
z �

!�� ��������� ���� ������� ����� $��
�� $�	��� (����� �����, � ����-

ĤhoΨnxnynz(x, y, z) = EnxnynzΨnxnynz(x, y, z); (*�08,

Φnxnynz(x, y, z, χsz) = φnx(x)φny(y)φnz(z)χsz(�s); (*�0+,

{nxnynz} = n; (*�0.,

Enxnynz = �ωx(nx +
1

2
) + �ωy(ny +

1

2
) + �ωz(nz +

1

2
). (*�00,

'��
�� φnx(x)� φny(y)� φnz(z) ��� ���	�������� 2������9� ����������� ����� ����������
�����
������ ���������- exp(−1

2
m(ω2

xx
2 + ω2

yy
2 + ω2

zz
2))� :
�����
�� �	� $���������
 

$��
�� ������
 Φ(�r, �s)� ��	��� ���������% ��	�����% �� ���� 
������� �s-

Φ(�r, �s) = φn(�r)χsz(�s). (*�0;,

2���	������ ()���� *�7/, � $��
�� $�	��� ��� ���<�������� ����
 ����� ������% ��	�
���
��� ��
�����  ���	������

〈n′|ĤWS|n〉 = Hn′n =

∫ ∫ ∫
Ψ�

n′(�r)ĤWSΨn(�r)d
3r (*�0/,
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�� ��������	
 � ������� �� ��������	 ���
������ ������������� Vho� �� ��������	

������������ VWS � �� ���������� ��������	 ������������ � ��������	 ������������!

� ���� �������	�
����� � �
��
��������� �
��
��� ��������� 
 ��
��� �����
������ �
�������
����� ��
� ���� ������ ������ ��������	����
����� ��� ����� �������	���
	��
�� ��� �� ����	����� !�������
����� Nmax � ����"�
�� ��������
� �"����� ��
�
����	����� !�������
���� 
 �������� �� 
����������� ��
�
�

Vbazy = Vho(x, y, z) =
1

2
m2ω2

xx
2 +

1

2
m2ω2

yy
2 +

1

2
m2ω2

zz
2, #$%&'

� ������� 
��!������ ���������� �	� ��
� �	�������	��� ���

4π

3
ωxωyωz =

4π

3
ω3
0 #$%$'


 
������ �
���������� �ω0 = 41
A1/3 (�) *
����� 41 ������� ���� � ��� ������ �� ������+

��
������� ��������� ������ 	��
����� ��������� ����	����� !�������
���� �� � �����
r0A

1/3 ,�����	�
����� ������� � ���� � ������ ������
� ����� �����+�

|nx〉 = φn(x) =
1√√
π2nn!

e−
x2

2 Hn(x), #$%-'
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��� ��� ����"��� ��
�
�

Ψho = |�n, sz〉 = |nx〉|ny〉|nz〉|sz〉 #$%.'
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� ������� ��	
�� ���	�
����� �

�������
�� �	� ����� ν ��������� �
���� �
�����������

Ψν
WS =

∑
	n,sz

cνnxnynzsz |nxnynzsz〉. ��� !"

#�� �������
 ��$��% ��$�����% �&� �
������' �

������ ���	� �
������' 
���	��
��
���
������(
 � �
������' &����� ���	� �
������' �

�������
�� �����	��� ���� ��������
��'� �)��� ��*"� +�� ������� �
���	� �� ��
�����
����� �	���
��� 
 �,������ 
(,	���

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 ��� *"

� ���	������� � ����� ���������

λF
2m

= ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2. ��� -"

+��� �	���
��� �
����� 
�������� .�� /�����
0 �����'� ������ � ��� �,'
��� �	���
��� ���� ���
�����

a =
1

ωx

; b =
1

ωy

; c =
1

ωz

. ��� 1"

���
������ �� �� ������% ���
 ���	�
/�� �

������% /������ �'�(
/�� �������
��
���
�

〈x2〉 =
N∑

n=1

∫
φ�
nx

2φndx, ���  "

(����
∑N

n=1 φ
�
nφn ��������� �	� ���
�������� (����
/���� ����
�
���� ρ0%

〈x2〉 = ρ0

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dφ

∫ RΣ(θ,φ)

0

sin2 θ cos2 φr4dr

= ρ0

∫ π

0

sin3 θdθ

∫ 2π

0

cos2 φdφ

∫ RΣ(θ,φ)

0

r4dr

= ρ0
1

5

∫ 1

−1

(1− cos2 θ)d(cos θ)

∫ 2π

0

cos2 φR5
Σ(θ, φ)dφ. ��� 2"

3
�
&��� �	� �
�
���'��� �������,��

〈y2〉 = ρ0
1

5

∫ 1

−1

(1− cos2 θ)d(cos θ)

∫ 2π

0

sin2 φR5
Σ(θ, φ)dφ; ���24"

〈z2〉 = ρ0
1

5

∫ 1

−1

cos2 θd(cos θ)

∫ 2π

0

R5
Σ(θ, φ)dφ. ���2�"

5�������� �������� ����% $��
ω2
i ∼ 1/〈x2i 〉. ���26"

7
$�� ����� ��
�����
��� ���	�
/�� ��(	������

ω2
x

ω2
y

=
〈x2〉
〈y2〉 ;

ω2
y

ω2
z

=
〈y2〉
〈z2〉 ;

ω2
z

ω2
x

=
〈z2〉
〈x2〉 ���28"
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� � ����������	� 
�
�

ωx =

√
〈x2〉
〈y2〉ωy ; ω3

0 = ωxωyωz =

√
〈x2〉
〈y2〉ω

2
yωz; ������

ωy =

√
〈y2〉
〈z2〉ωz ; ω3

0 = ω3
z

√
〈x2〉
〈y2〉

〈y2〉
〈z2〉 , ������

� �����

ω3
z = ω3

0〈z2〉
1√

〈x2〉〈y2〉
. ������

����
� ���������� ���� �
�����

Rxz =

√
〈x2〉
〈z2〉 ; Rxy =

√
〈x2〉
〈y2〉 ; Rzx = R−1

xz ; Ryx = R−1
xy , ������

�����

ω3
z = ω3

0RzxRzy; ������

 ����

ω3
0 =

√
〈x2〉
〈y2〉ω

3
y

√
〈z2〉
〈y2〉 = ω3

yRxyRzy. ������

!���� ��"��
#	�
�

ω3
y = ω3

0RyxRyz ����$$�

� ��� ��
� �%� �"�����	 ��&�����	

ω3
0 =

√
〈y2〉
〈x2〉ω

3
x

√
〈z2〉
〈x2〉 = ω3

xRyxRzx, ����$��

� �����

ω3
x = ω3

0RxyRxz. ����$'�

(�� �)��*+ ����������� )�����	�&# )�
������� � ����%���"� ,�"
������� � �%� ���� �
�����&�# 	���"� #
��%���� �-������� ������"#������ �#
�"����� 
����"�� ,�
�%�������#�

����� ����	
�	 ����
���	 
�	��

."��)�
��	
� ������"���� �&����/�� �)�"���"� T̂ ���"*����� ����# ����� �������	� �

��,����� ��������	

• 0)�"���" T̂ 	��� ����%������ ����� ��� �� ���� ���������� ��"��/�� �&�����,1 ����
����
����&���� �)�"�� 	��� �� ��&�����#1 �� T̂ : t′ = −t
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• � ����������	
�� ��	������ ���
�� T̂ ����� �
�	�
� �
�

T̂ = iσyK̂ �������

���	� K � ���� � ���
�� ���������	
 �������� ��!�� ���"�	
 �
�#��	 K̂2 = 1 	
K̂−1 = K̂�

$���	� � �
��
 ���������
���
 ��	� �#����# ��	��	
 ��
� ���� ���!���	# ��
�#� %���
�
�� �
�	���� &
#�	�� �
��
 ��
��
����
 ���
�'

σx =

(
0 1
1 0

)
; σy =

(
0 −i
i 0

)
; σz =

(
1 0
0 −1

)
, �����(�


 �	���

T̂ = iσyK̂ ↔ T̂ −1 = −iσyK̂. �����)�

	 "
�� ���
���
�� ��'

T̂ −1T̂ = (−iσy)K̂(iσy)K̂ = (−iσy)(−i)(−σy)K̂2 = −i2σ2
y = I. �����*�

+�
 ,���	����� ,#����	 �"
����� �
�� � �!��-�	'

Φ(�r, �s) = φn(�r)χsz(�s), �����.�

�� ����"�
 ���������
���
 ,#����	 ��	�����'

χsz=1/2(�s) =

(
1

0

)
; χsz=−1/2(�s) =

(
0

1

)
; �����/�

� �
��'

T̂ χsz=1/2 = (iσy)K̂

(
1

0

)
= i

(
0 −i
i 0

)(
1

0

)
= −

(
0

1

)
= −χsz=−1/2(�s); �����0�

T̂ χsz=−1/2 = (iσy)K̂

(
0

1

)
= i

(
0 −i
i 0

)(
0

1

)
=

(
1

0

)
= χsz=1/2(�s). �������

1��
� �
��'

T̂ χsz = (−1)s+szχ−sz . �������

%���
��
� ��
��	 ���!���� �����#����'

χsz = χms = |sz〉 �����2�

T̂ |sz〉 = (−1)s+sz | − sz〉. �������

�	�
� ��'

T̂ (Φ(�r, �s)e−iEt/�)|sz〉 = (iσy)K̂Φ(�r)|sz〉e−iEt/� = Φ�(�r)(−1)s+sz | − sz〉e+iEt/�

= (−1)s+szΦ�(�r)| − sz〉e+iEt/�. �����(�

���	�
 ���
� �� ,#����� ,
��� Φ(�r)|sz〉 	 Φ�(�r)| − sz〉 ��
 �	�	� �	��
������ 1��"�	
��

�� �!��
�	� 1���3�	����
 �� ���!���
 �
��-�	�
 �"
���
 E � �
���
�� �������
���

4�
����
�
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����������� 	
������ ���� ĤWS ������� � ��� �
���� ���� ������������� �� �������
�� ���
����� ���
������ ������ � ���� ���� ���
������ ���
��� ���������� �������� �����
�b� �|b〉 ���!���

|b〉 ≡ |nxnynz; sz〉 = Ψho �"�""# 

� ����� �$

|b̄〉 = T̂ |b〉 = (−1)s+sz |nxnynz;−sz〉. �"�""% 

&��'������� ����� ����������� (������ b � b̄$

|t+〉 =
1√
2
(α|b〉+ β|b̄〉); �"�"") 

|t−〉 =
1√
2
(α′|b〉 − β′|b̄〉), �"�""* 

�����
����� ����!�������� � ���� ������� ��

T̂ |t±〉 = τ±|t±〉; dzie τ± = ±1 �"�""+ 

�� ���� ������ �!�����, ���
���
� T̂ � ������ 
��
����������
-���� ������.� �� �� ���� ����� � ��� ����
�'� �������� ����� �t�� ������� ��

��������� �����
�� ,����������� � ������� ����, �����
�� ���������������, ����������
�����/��� �
�� �����/����� / ������ ��
���
����,� (�
������ ���������������, ���
������
������ 0���� ������!�� �����������, �!����	�� ��� ������, � ��� �
��� �������� ���� �
1������ 2�

����� ����	���
 �
�����
��

3�������������� ����
�� ���� ���� ����
����� �������� �
����� �
����
���� ��
���/
��4����� � �������� ��� ��� � 
������� "�"5)� 6���� ��������	���� �� Ĥho ��� ������
�� ����� ����� ���
�� �!���� ��������
� ,�
��������� � (������� 
�����
����� � ���� ���
�������� ����$

ĤhoΦn(�r, sz) = EnxnynzΦn(�r, sz). �"�"75 

-���� ����� ������. (������ ������ ��������������� �������	. �� ����� � �������������
������$

Φn(�r,+
1

2
) =

(
φn(�r)
0

)
; Φn(�r,−

1

2
) =

(
0

φ∗
n(�r)

)
. �"�"7" 

8��� (������ φn(�r) � ���� (������ φ�
n(�r) ��� ������� ���������� � � �(����� ��
��������

����� � �����
��, 73 9 73�
6��	����� �����. ,����������� � ����� 
����������� �� ����� �����/��� �
�� �����/�����

��

|Ψn〉 T̂ |Ψn〉

〈Ψn|

(〈Ψn|T̂ )

〈Ψn|Ĥ|Ψn〉 〈Ψn|ĤT̂ |Ψn〉

(〈Ψn|T̂ )Ĥ|Ψn〉 〈Ψn|T̂ −1ĤT̂ |Ψn〉

=

〈Ψn|Ĥ|Ψn〉 〈Ψn|ĤT̂ |Ψn〉

(〈Ψn|T̂ )Ĥ|Ψn〉 〈Ψn|Ĥ|Ψn〉�
�"�"77 
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���� ���� ���� ��� ���� ������
 ���� �
������
�
��������

φn(�r) = inyHnxHnyHnz , �������

�	��
 Hnx �� � � ��
��!���� "
�!���� ������ � 
�
!
��� !���
����
 〈Ψn′ |Ĥ|T̂ Ψn〉 �
〈T̂ Ψn′ |Ĥ|Ψn〉� �� �������
 �������
 � ���� 
���! ��	���	����
� ����
��#

〈Ψn′ |T̂ ĤT̂ |Ψn〉 = 〈T̂ Ψn′ |Ĥ|T̂ Ψn〉 = 〈K̂−1U−1Ψn′ |Ĥ|UK̂Ψn〉
= 〈K̂−1Ψn′ |U−1ĤU |K̂Ψn〉 = 〈K̂Ψn′ |U−1Ĥ(UK̂)|Ψn〉
= 〈Ψn′ |(K̂−1U−1)Ĥ(UK̂)|Ψn〉� = 〈Ψn′ |T̂ −1ĤT̂ |Ψn〉�
= 〈Ψn′ |Ĥ|Ψn〉� �����$�

� ���#


〈T̂ Ψn′ |Ĥ|Ψn〉 = −〈Ψn′ |T̂ −1ĤT̂ T̂ |Ψn〉� = −〈Ψn′ |ĤT̂ |Ψn〉� = −〈Ψn′ |Ĥ|T̂ Ψn〉�, �����%�

&���
��
���
 �
� ������� � � 	��������
 � ���� 
���! ��	���	����
�
����
��# T̂ Ψn � Ψn � � ������� ��
���
#�
� �� ���� ������� ����
��' ��� ���� ������

�������(�

����� ����	
���� ����
�� �����	������

)�� ����!����� ��#
�� ���� !�� ����
��' ��� ���� ����*�� |b〉 � |b̄〉 � !���
�� � ���(
��	����� !� �+ , �+ 
�
!
��*� !���
������(� ��*��!� � ��*���-�� � � ������ �
������
�
"�!�������� !�� ��
.���' 	�� �������

�� /�� ��' (
�!������� �� �������� #


H† = H ↔ hij = h�ij; i, j = 1, 2, 3 . . . 2N, �����0�

�����

Re(hij) = Re(hji); Im(hij) = −Im(hji). �����1�

&�#	� !���
�� �
������� !� �����	 
 	�*�( ����� ��
���������(� �	��� ��
 ��.�
#�	���( ��������
2� ��
 !���
�� (
�!������� !�� ��
.���' H† = H� �� 	�������� N2

�*���2 	�	�������( ��� �� 
� �
�� !��
� ������ �����	� � 	��������
� !���
����
3 �
�!����( ����� ��
���������( !�!� ���
!�

(2N)(2N)− 2N

2
+ 2N = 2N2 −N + 2N = 2N2 +N ����� ��
���������( . �����4�

��	���� �	� 	�� ����� �������( !�!� Im(hii) = 0 � � ����
��
���� ��������

�����	���(

(2N)(2N)− 2N

2
= 2N2 −N ����� ��
���������(� �����5�

6���
�� �
# ����
� (
�!�������-�� 	��
�

(2N2 −N) + (2N2 +N) = 4N2 �����7�

��
���
#���( ����� ��
���������(� 8� �
�� �*�����#�
 2N2 ������( ����� �
��������(
� ���� �������( 4N2�



����� ����	
���� ����
�� �����	������ ��

�� ���� ��	 
�����

���� � ������� � ������������ ����� ���� ������	�

〈b̄′|Ĥ|b̄〉 = 〈b′|Ĥ|b〉� �������

〈b̄′|Ĥ|b〉 = −〈b′|Ĥ|b̄〉� �������

���� �������	 �������  ���� ������� !"
� �"�#�� �$��$� ��	 
���$���%$��$� ����#���$��

|b〉 T̂ |b〉

〈b′|

(〈b̄′|T̂ )

〈b′|Ĥ|b〉 〈b′|Ĥ|b̄〉

〈b̄′|Ĥ|b〉 = −〈b′|Ĥ|b̄〉� 〈b̄′|Ĥ|b̄〉 = 〈b′|Ĥ|b〉�
. �������

&���  !�
� �"�# � N2 �"��
�!� �����"�
��'� � #�!���' N2 �$� ������������ (
����
��' "���� ������������' �� ��%� ������$��

(N)(N)−N

2
+N =

1

2
(N2 +N) "���� ������������' . �����)�

( ����
��' ���%�
��' ���

(N)(N)−N

2
=

1

2
(N2 −N) "���� ������������' , �����*�

�� ��%� � �����

1

2
(N2 −N) +

1

2
(N2 +N) = N2 "���� ������������' . �������

(�
�#�� 
�����

����+�� � ������ %��� ,�#�� �� ����� ��"
� ��$�+	 ������� �������

�� � �

��' ������
��' �"��
�!� �� %��� ���#������ �#��+"�
� ����� "��$�  !�
$�
�������

-��!�
�%$�� �� ��� ����
#� �
�%��%��� ��

〈b|Ĥ|b̄′〉 = −〈b′|Ĥ|b̄〉 = −〈b̄′|Ĥ|b〉T = 〈b|Ĥ|b̄′〉T� = 〈b|Ĥ|b̄′〉†. �����.�

���/
��%� ���
�,����%$� �
����
$��

U =
1√
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 i
1 i

1 i
. .
. .
. .

1 i

−i −1
−i −1

−i −1
. .
. .
. .

−i −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. �����0�
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����� � ���	
	��� �	 ������� �	�������� �	�� �	���

U

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

|b1〉
|b2〉
|b3〉
.
.
.

|bN〉

|b̄1〉
|b̄2〉
|b̄3〉
.
.
.

|b̄N〉

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
1√
2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

|b1〉+ i|b̄1〉
|b2〉+ i|b̄2〉
|b3〉+ i|b̄3〉

. . .

. . .

. . .
|bN〉+ i|b̄N〉

−i|b1〉 − |b̄1〉
−i|b2〉 − |b̄2〉
−i|b3〉 − |b̄3〉

. . .

. . .

. . .
−i|bN〉 − |b̄N〉

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

|t+,1〉
|t+,2〉
|t+,3〉
. . .
. . .
. . .

|t+,N〉

|t−,1〉
|t−,2〉
|t−,3〉
. . .
. . .
. . .

|t−,N〉

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�������

� ��� ������ ��	������� ����	 �	��� ����	�� ����	�� !��

|t+〉 = +
1√
2
(|b〉+ i|b̄〉); ����"#�

|t−〉 = − 1√
2
(i|b〉+ |b̄〉), ����"��

� ��$��� ������	% ��	��&���	��� ���������

|t+〉+ i|t−〉 =
1√
2
(2|b〉) =

√
2|b〉 ����"'�

|t+〉 − i|t−〉 =
1√
2
(2i|b̄〉) = i

√
2|b̄〉. ����"��

�  ���� ������ �	���

|b〉 = 1√
2
(|t+〉+ i|t−〉); ����""�

|b̄〉 = 1√
2
(i|t+〉+ |t−〉). ����"(�

� ��� ����� ���������	��� �	���

〈t′+|Ĥ|t+〉 =
1

2
(〈b′| − i〈b̄′|)Ĥ(|b〉+ i|b̄〉)

=
1

2
{〈b′|Ĥ|b〉+ 〈b̄′|Ĥ|b̄〉}+ 1

2
i{〈b′|Ĥ|b̄〉 − 〈b̄′|Ĥ|b〉}

=
1

2
{〈b′|Ĥ|b〉+ 〈b′|Ĥ|b〉�}+ 1

2
i{〈b′|Ĥ|b̄〉+ 〈b′|Ĥ|b̄〉}

=
1

2
(2Re(〈b′|Ĥ|b〉)) + 1

2
i(2Re(〈b′|Ĥ|b̄〉)), ����")�

���� �����������	��

〈t′+|Ĥ|t+〉 = Re(〈b′|Ĥ|b〉) + iRe(〈b′|Ĥ|b̄〉). ����"*�



����� ����	
���� ����
�� �����	������ ��

�������� ��	��
 �������

〈t′−|Ĥ|t−〉 =
1

2
(−〈b̄′|+ i〈b′|)Ĥ(−i|b〉 − |b̄〉)

=
1

2
{〈b̄′|Ĥ|b̄〉) + 〈b′|Ĥ|b〉}+ 1

2
i{〈b̄′|Ĥ|b〉 − 〈b′|Ĥ|b̄〉}

=
1

2
(〈b′|Ĥ|b〉+ 〈b′|Ĥ|b〉�) + 1

2
i(−〈b′|Ĥ|b̄〉 − 〈b′|Ĥ|b̄〉�)

=
1

2
(2Re(〈b′|Ĥ|b〉))− 1

2
i(2Re(〈b′|Ĥ|b̄〉)), �������

��
��

〈t′−|Ĥ|t−〉 = Re(〈b′|Ĥ|b〉)− iRe(〈b′|Ĥ|b̄〉). �������

����� ��������
� 	�

〈t′−|Ĥ|t−〉 = 〈t′+|Ĥ|t+〉�. ����� �

�!�
 ��"����# ������$����
�# ���
�

〈t′+|Ĥ|t−〉 =
1

2
(〈b′| − i〈b̄′|)Ĥ(−i|b〉 − |b̄〉)

=
1

2
{−〈b′|Ĥ|b̄〉 − 〈b̄′|Ĥ|b〉}+ 1

2
i{+〈b̄′|Ĥ|b̄〉 − 〈b′|Ĥ|b〉}

= −1

2
(〈b′|Ĥ|b̄〉 − 〈b′|Ĥ|b̄〉�) + 1

2
i(〈b′|Ĥ|b〉� − 〈b′|Ĥ|b〉)

= −1

2
(2iIm(〈b′|Ĥ|b̄〉)) + 1

2
i(−2iIm(〈b′|Ĥ|b〉))

= Im(〈b′|Ĥ|b〉)− iIm(〈b′|Ĥ|b̄〉), �������

��
��

〈t′+|Ĥ|t−〉 = Im(〈b′|Ĥ|b〉)− iIm(〈b′|Ĥ|b̄〉). �����%�

& �!'$��� ��!��
 ���
�

〈t′−|Ĥ|t+〉 =
1

2
(−〈b̄′|+ i〈b′|)Ĥ(|b〉+ i|b̄〉)

=
1

2
(−〈b̄′|Ĥ|b〉 − 〈b′|Ĥ|b̄〉) + 1

2
i(〈b′|Ĥ|b〉 − 〈b̄′|Ĥ|b̄〉)

=
1

2
(〈b′|Ĥ|b̄〉� − 〈b′|Ĥ|b̄〉) + 1

2
i(〈b′|Ĥ|b〉 − 〈b′|Ĥ|b〉�)

=
1

2
(−2iIm(〈b′|Ĥ|b̄〉)) + 1

2
i(2iIm(〈b′|Ĥ|b〉))

= −Im(〈b′|Ĥ|b〉)− Im(〈b′|Ĥ|b̄〉), �����(�

�� �����

〈t′−|Ĥ|t+〉 = −Im(〈b′|Ĥ|b〉)− Im(〈b′|Ĥ|b̄〉), �������

��
� )�!*+�'���� +��!
 �����%� � ������� ��!�
���
�

〈t′−|Ĥ|t+〉 = −〈t′+|Ĥ|t−〉�. �������
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 � #����� #�

"���	���� ����$� ��	�� �	�� � �
�� ��!������������� ����� ����
���� ����
����� �!����
 �����!������ !����
��
� 
�������� %αλ=2,μ&� �
��� μ = 2 ����� �����

��
��
 ��$������
 �� ��	
 ����� ��	��
 ���
���
 �
��
������
� ��
 ��
 ��
��
 �����
���
����  ����������� !��� ��
��
��' !����������� ��������� ��� ���!�
(�� )��������

�������� ����!����
� %αλ=3,μ& ���������� ��� �����
 ���
���� ���!�
( %Sy& ��
 ������

��� ���
���
 !���������� � ���������� ��	 ����!������� � 
*����� �
�� �� �������
 ���
����
�������
�� "���!������� �
����
� 	
 �!
����� ���!�
(� Ŝy� �
�� �� ���	
��
 �!
������
������ R̂y ���$� ��� �+ � 180◦ � �����
� � ����� ����� ���
��
��� %!���������& Π̂

����� Ŝy = R̂y(π)Π̂� ,��
� ���$� ���� t ��
 �
�� ��!
���
 !���!������ ��	 �
�� �� ��
��� ���� �� �!
������ ���!�
(� ���
� ��� �����
 ��� �
	 �������
 ���
���� ���!�
(� �
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������������
 ����
 !� �����
�

#�������������  ����������� �!�������
�� ��� �������� � !��� ��
���� �������� �����
����� � �������� ������� � 
�
����� �
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��� !�����$� 
�
��
���
����� � �� ������� ��������� � -
 ���������
 !����	�� � �����
!�
� ���
��� � ������
���

�
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�
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��� /0. ��!�������
�
!�!��
� ���������
 �� ����� ������
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�
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? ��	�� ����
<� �� !������ �' 8#�4@� #�4@�� #�49� AA� A;�

#�	�� ���
�� ������
? !�
�
�������� ����� �������� ��
�
� ��������!���� B������
.��������� #��! 8"��43; %B.#&� � ��$��� ������ ������
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���
� �� ������
�� C�
���� ��������� ����� ������
�� � ��
�� B.# ����	� ���
 ����
�'

Elsd(def) = ZMH +NMn − 0.00001433Z2.39 − bvol(1− κvol((N − Z)/A)2)A

+bsurf (1− κsurf ((N − Z)/A)2)A2/3Bsurf (def)

+bcurv(1− κcurv((N − Z)/A)2)A1/3Bcurv(def)

+bcurvG(1− κcurvG((N − Z)/A)2)A0 +
3

5
e2

Z2

rch0 A
1/3
BCoul(def)

−C4
Z2

A
− ECong. + Emicro, %D�D9:&

� ���������� �
����
� !����
��$�� � ���������� �!�������� � ����� 3444 ���



����� ����	
 �
��������������������
 �������������� ��

�������

bvol = 15.4920 MeV, κvol = 1.8601,

bsurf = 16.9707 MeV, κsurf = 2.2938,

bcurv = 3.8602 MeV, κcurv = −2.3764,

r0 = 1.21725fm,

C4 = 0.91810MeV,

��	
� A = Z + N 
 I = (N − Z)/A � �	���� ��
��	���
�� �Bsurf �� ��	��
	�� �Bcur�
��	 ��������
� 	������ � ��������
 ������ ��� !"#

$ 	�����%�
 � �������� 	���
�� ������ �����& ����
� �'(�� ����� �
������
���	�
���
�
# )�%�
 ������ ������ ������� �	���*�'������ ����	 ���	� ������	� �
�� ����
+,- ��� ��� �'�	���� ���' �������� ����'(� 	�������� � ��	��
	�� ��
��	���
 �����


�'��������� ��	� ��
���� 	������� ' ���
���
���	� ��	�� �
�� ���� ������ ���	
	

���� ��������	�# .��� +,- 	������� �� ����� �� ��
��	���
�� ���	� ���%���� � ����
������ ���	
	 ���� ��������	� �	���� �
��& �	��'�� ��
��	���
��# /	���
� ���'������
���	�	 �	����
� ������
 0����� ��(� �'��� ��
��	���
# 1������ 0����� �-�234"�

g(|�r1 − �r2|) =
1

4πa3
e−|	r1−	r2|/a
|�r1 − �r2|/a

; �5#563�∫
∞
d3r12g(r12) = 1; �5#567�

�r12 = �r1 − �r2, �5#568�

	����� '��� � �	�
��� ��	��'�	��
� � �'(��� ��
��	���
� 	�'��� �	��'� � a ���' '
	����� ������
 0����� �	��
 ������'� �	���
�# 9������
� ������
 0����� � �����
��	��'�	��
 ���� ������� �����
	���
# :����
� ��������� ��� ������ ������	��� ���'
	��;�
���� �<��38" ����

Efyu(0) = ZMH +NMn − 0.00001433Z2.39 − avol(1− χvol((N − Z)/A)2)A

+asurf (1− χsurf ((N − Z)/A)2)

{
A2/3 − 3

(
a

r0

)2

+

(
r0
a
A1/3 + 1

)
[
2A2/3 + 3

a

r0
A1/3 + 3

(
a

r0

)2]
e−2r0A1/3/a

}
+
3

5

e2

r0

[
Z2

A1/3
− 5

2

(
b

r0

)2
Z2

A
− 5

4

(
3

2π

2/3Z4/3

A1/3

)
,

]
�5#54 �

� �����
� ������ 	���������� ' �.�86"�

Efyu(def) = ZMH +NMn − 0.00001433Z2.39 − avol(1− χvol((N − Z)/A)2)A

+asurf (1− χsurf ((N − Z)/A)2)A2/3Bsurf + a0A
0

+
3

5

e2Z2

A1/3
Bcoul −

3

4

(
3

2

)2/3
e2Z4/3

A1/3
− ca(N − Z)

+− Z2

A

1

8

r2pe
2

r30

[
145

48
− 327

2880

(
kfrp

)2

+
1527

1209600

(
kfrp

)4]
; �5#545�

kf =

(
9πZ

4A

)1/3
1

r0
, �5#54=�
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����� ���	� 
�	� ��������� �� ��� ������ � ��������� 
����� �� ��������������

avol = 16.00126 MeV, χvol = 1.9224,

asurf = 21.18466 MeV, χsurf = 2.345,

r0 = 1.16 fm, rp = 0.80 fm,

a = 0.680 fm, b = 0.99 fm,

a0 = 2.615 MeV, ca = 0.10289 MeV.

������� ��������������������� ���� ���
�� �� ������ ������ �����  �!��� "�� #����
$�� "#% ����� ������� ��	���� �������&�����' �����
����� � �
�����������' � �������
��(������� �� �)*���� ������� �������� ��� ������ ���(���������� � �(���������+

�)*���� ������� �������� ������������� ������� ���� � ����
�� ���������� ��
�������� ��(�������' ���* �)*���� ������� � ������ ���������� � � ������ ��� ���
��+
���+ ,+- ���������� ��� ��.�� ������� ��������� � �������� #������/������������ $#0�
 "% 1#��--2' ����� ���	������� ������ �������� �������&�� ��������� � ������ ������� �����
�������&��� ���� �������+ 3������� �� ��.�� � (������ �������)� ��(������� ��*����&
�����)� λ = 6 � λ = 8 ����4' *� ����� ������� #0� " ���� ��.�� 
������� ������ ��*
��' �� ������� ��*� ��������� ���	��4 ������ ��������� �� ������� �����	�� ������+

������� 	
�� ���������	 
������ 	�	��� ����������� � ������	� ���	�� ���
���	� ��	��
���������	���	� ���� !" � #����� 
��� 	$
��	����� �#%" ��� ���&�'	��� α20 = 2.0 � (����)�

����	��� �	(�����)� α60 ��	��" � α80 �
����" ���(�����)� 
�������"*

5����4 ����������� ������� ��	������� ��	��� ���� � ������� ��	������ �������� ���	��
������ 0����������� 10��--' 0��-6' 0��-72 ���� ������� 8������8 19��-:2' ����� �)*����
������� ����� �����)� ����������������& $��)� ,+,-:% � �������� ��������� ��' ���������
��� ����� ����� $,+,-;%' ���� �������� 8������8 19��6<2+ #����� 9�������' 5�����'
0�&���=��� $950% 19��>62' ���������� �� ���� ��������������� � ������ ���	� ���	���'
�����	� ����������� �� ������ ��������� ���� 9�����?8� 19��>@2+ A���� ��B���� ���
������ ����� ������� �������' ��*� 
�4 ������� ����

EBCS =

N2∑
ν=N1

2 v 2
ν (eν − λ)− Δ 2

G
−G

( N2∑
ν=N1

v4k −
N2∑

ν=N1

1

)
−

N2∑
ν=N1

(eν − λ) $,+,-:%

����

Epc = −1

4

N2

ρ

{√
1 +

2ρΔ

N
− 1

}
+

1

2
ρΔG arctan

N

2ρΔ
$,+,-;%
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����� N1 � N2 �� ��	
��� ��
	 �	���
�������� v2ν � ��	��������������� ���	���
�	 ���
���������� ��	
�� ρ � ����
� ����	� ��������� ��	� G � 
	����
�� ��� ��	���
�� ������ ! "#���
���	� ������ �
��������
��$ ���	���	
��$ �� �%#
�� �
����� ���	�	
�	 ������	$��	
��$
� �	
��$ �����	���	�
��$ 	 ����	
��$ � 	������ �&
��' (

Δn = 9.08/
√
A MeV, Δp = 9.85/

√
A MeV . )*!*+,-

.	�����	 �
����	 ��	���
�� � /����� 0.1 �	
	 ���� �����/(

Epair = EBCS + Epc. )*!*++-

2
��������
� ������� �	���
���� )Δ- ������	
� � 3�
��� ����� /	�����$� 	��/����$
� ������
�� 	 ��
�� �������	���
� � ��	�� �����4 ! 5��/� �
����� ���
����	������$ eν
����	�� �������
� � ����
��	��/ ���
����	�����/ 5���� � 1	6�
 � �	�	/���	/� �
�����
�	�
�/� �.���7 ! 8���� ��� ��������	��	
� ��	 �����%� �	�	/���%� 0��/9:���	 �0��+� �
;���	 �;��+� � .$����
�:	 �.$�+� 	�� �� �������� �	������	
� �	�	/���� ���	���	
�
�� ��	��� /	����
��$ 	 
	�����
�� �
��������	
� /������ 
�/� ����7� � ����7�	 !

<���=	��	/� /����� � ���%�
	
�� �� �<��>7 ��	( �#���� � ������� /	���������
/����� ?�	�	�������6��
�
��	� )Efyu- �<��>, 	 � ������� ��	���
��( /����� ������	
�	

	 �����	 ������� ���	��� )@	������ A�/��� @��������
 � @A@-! 8	#� �	�	/���� ����
��	��
5����	�1	6�
	 ����	�� �	/��
��
� 
	 
����� ����	� � .B<@&.8 �����,	 � �����/	
�
������� ���	���	
�� �� 
	�
������� ������ �����	���	�
��$ �����/%� ���
����	������$!
5 ����
�/ ���������	�� ��	�	 �����
	 ���� 
	 �	������	
�� ������ ���� ��
�����$ ��
�
	����	
�	 ���/�
�%� ��/����� ���� ��
�����$ � ���/	�$ �����/%� �
��������
��$!
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�������� �	
������ ����� ���� ��������� ���	���� �������� ���� �	����� ��
	�������� ��� ���������	� ����� ���� ��!� �"���� �� ��#��#�� �����
�$ %���� ����&
��� #�� ��� �������� ���� ����� #�	���� ������ �
���� �������	���� ����� ����
����#��� ��������	� ��� ������	 ��������� �������� ���������$ '��������	� ���#(��&
	���� #�	���� 	���� )�* �)��� ���
� ����� �#� � ������ ���� �����#�� ����#������ ���
�" ��)���� �������	 ������ ���#�������$ +�����#��� ���"���� ��������� ����� ���	��
�
�" 	��� )�* ���	���	� ��#��������� � ���� ���������$

,����������� D(g) ����� g ∈ G ��# � �)�
� �������
� ������������ � ������
����#����� ���������� �� #�	�� � ������ )������	� ����#���* �����"��� ��	�������-
��#�* �������
� 	�"� )�* � ������� ���� ��# 	���������$ .)�
� ��� �������
� �����
������ ��	�	�������� � �����"���� ������ ���#����� G$ + ������������ �/�0 � ��	��&
��� N 	�"�	� ���������*� "� ��# �������������� �� �� ��� �#����� ��)
� )��� � ��#���
����#����� ���� "� ��	��� �#��#���� 	������� �� ������������ 	�"� ��#�* �����������
�� 	����#��� ���� ��� N ′ < N $

1������� ���	��� ����� � � ��������  ��� 	������� ������������ �1��23�4

χ(g) = TrD(g) =
∑
ll

Dll(g), /5$56�0

� ��� �����	� � ����)��� ��� ����"� �� �� )���� � �
��� ������� ��# ���� ������������ �����
������� �)�
� ��������
� ���	��
� ����� 	�"�� #�#���* ����� ����������� �������!
����� ����� ����������� � #�����
��� �� ������! ��������! ��������� �� ����#������
������������ ����������������$

7 �� ����� ��#������� )����� ��������� ��#�#������ ��
�� ���� ��������� �
8��������#����9 #�	������4 ����� Td ����� ����������� � Oh & �����������$

%���� Td ��# � ����� �������#���������	������ �������	����� � 	�"�� ��� #�)��
���)����* ���� ������ �#��#���� #�	���� ������ ����� (���	����$ %���� Oh 	� ����&
���� �� �#��	 ���	��
� � ��# � ����� �#��#���� #�	���� ����� �������� ����������� �
#�	����� ���	���$ :���"� ��	���*� "� �)�� � ����� ��#�#����� �� �
������ ;���<�&
������� ��� (��	���
�� �����	���� ��#�* ��$ ���� ����
������ �� ������#����� ����)��
���	��
�4 Td & 3� ���� Oh & 26$

=������ ���������� ������ 	�"� )�* ������� ��� �#���
� ����	���������� ��������	
���� ��������� ����� ��� ����� Td ����� ����������� ��)� Oh �����������$ 7
����� �,�#>?� ���#������� ��	�������� ��������� ����	�������� �� �������� �� �#��#&
��� ���#(��	���� ����� ����� � � �� #��#
) �� ��������������� ����	����� (������
(����� � ���� ����� #�	���� /��$ ����"���� �� ���� ������ ������������ ����������������0$

7 ��#��	 ��������� �"�� #���������� ���#����� ������������� �� ��	�������� �����&
������� ��������"�� �� ������ ���������! �� ������������ ���������������� (������$ '���&
������ @ ���������� ����� ����������� 	�"�� ������* ������� ����������� ���� ��
������ (������ ��	��������� �
��� ��������� yn A �	
������ �� ������� �������� #���
����� �
B���� � �� 	�������� /,������� ?$50 �%��5C�$

:���� {|ν〉} )������ )���� ������	������ � |Ψ〉 ������	 #��� /��$ ������	 ���#��	
��	��������0$ 7��� (������ �#������ ynΨ(μ) ��� ��� ������ /μ ��	����� ��������&
���� �������������� �����0 ��# ����������� ���� ��	��� ��#���������� ���#������4

yn(μ) ≡ 〈Ψ|P (μ)
G |Ψ〉. /5$56�0
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� ��� ������	
� P
(μ)
G ��� �������� �������� �� ���������� [μ] ��������

P
(μ)
G =

dim[μ]

N(G)

∑
g∈G

χ
(μ)
G (g)∗ĝ, �������

 	�! χ
(μ)
G (g) ������� �"���
��� ���������! [μ]  ���� G# � ĝ ��� �������� �����$

�������� %��� g  ���� G � ��������! &��
��! |Ψ〉� '���(�# N(G) ��� %!��)�� %���*�
�����!! � 	���  ���! ���
���� ����� ��� �  �����# � dim[μ] �� ���!�� 	��� �����$
����! �!�����!	%��� +�)% � ���!����! ���!��� ���������! �!�����!	%���" ��(��
���%,- � %!�����" ��)%!
�����"# ��� �./��

0��!���� �!���

yn(μ) =
dim[μ]

N(G)

∑
g∈G

χ
(μ)
G (g)∗〈Ψ|ĝ|Ψ〉. �����1�

2)� �)%!���- 〈Ψ|ĝ|Ψ〉 ���3���!� ��� ����!���- �
��� ����� |Ψ〉 � )��!# � 
�*�� ĝ 	�!�3�
� �����!��� ����*)� 4!�" ��
�� )���� )�	�! ������!��� � 5�	��
� 6� |ν〉 = |rκ;nljm〉�
��	�

|Ψ〉 =
∑
ν

cν |ν〉, �������

! ��
� 
���
�����

yn(μ) =
dim[μ]

N(G)

∑
g∈G

∑
ν′ν

χ
(μ)
G (g)∗c∗ν′cν〈ν ′|ĝ|ν〉. �����7�

8%����  ��� ���
�����" ��(�� �� �	�! �������������- ���� ������ 
���*� 8�%��

ĝ → ĝ(s,Ω) = (Ci)
l
2
(1−s)R(Ω); s = ±1, �����9�

 	�! Ci �� ������� !�����!# ��: 	��
��� 
���� 8�%�� �������� ��� ���)�%� Ω� ;����
�����	�!-# ( �(%! |nljm〉 ���������� ����� �&����� � ����%����� "�����!��� �# ��

〈n′l′j′m′|ĝ(s,Ω)|nljm〉 = δn′nδl′lδj′j(−1)l(1−s)/2Dj
m′m(Ω), �����<�

 	�! Dj
m′m $ &��
�� �! ���� 5������� �!��

yn(μ) =
dim[μ]

N(G)

∑
g∈G

∑
n′l′j′m′;nljm

χ
(μ)
G (g)∗c∗n′l′j′m′cnljmδn′nδl′lδj′j(−1)l(1−s)/2Dj

m′m. �����=�

 	�! ���*3�����!
! cnljm ���"�	��� � �����&������! )��� 
������>�
!� t 	� )��� �&������
r# ��
 ��
 �� ��� ��
���� � 5�	��
� 6�7� '����� �(����! )��� r# 
�*�� ��� 	�)���
)���� 	%� �����!! �!��%?# �����������

yn(μ) =
dim[μ]

N(G)

∑
g∈G

∑
κ′κ

∑
nlj

j∑
m′m=+ 1

2

χ
(μ)∗
G (g)c∗κ′nljm′cκnljm〈rκ′ ;nljm′|g(s,Ω)|rκ;nljm〉

=
dim[μ]

N(G)

∑
g∈G

∑
κ′κ

∑
nlj

j∑
m′m=+ 1

2

χ
(μ)∗
G (g)c∗κ′nljm′cκnljm(−1)l(1−s)/2{α(κ′)�

nljm′α
(κ)
nljmD

j
m′m

+ α
(κ′)�
nljm′β

(κ)
nljmD

j
m′−m + β

(κ′)�
nljm′α

(κ)
nljmD

j
−m′m + β

(κ′)�
nljm′β

(κ)
nljmD

j
−m′−m}, �������



�� ����������� 	
��������� ������ 	
����������

����� ���	
������ α ���� β ��������� ���� ������

α
(+)
nljm =

1√
2

; β
(+)
nljm =

1√
2
i(−1)m+j �������

α
(−)
nljm =

−1√
2
i ; β

(−)
nljm =

−1√
2
(−1)m+j �������

α
(+)�
nljm =

1√
2

; β
(+)�
nljm =

1√
2
i(−1)m+j+1 �������

α
(−)�
nljm =

1√
2
i ; β

(−)�
nljm =

−1√
2
(−1)m+j. �������

� �� ����	 �����!"��!� �������� ��#���� � ��������

yn(μ) =
dim[μ]

N(G)

∑
g∈G

∑
κ′κ

∑
nlj

j∑
m′m=+ 1

2

χ
(μ)∗
G (g)(−1)l(1−s)/2

{
c∗(+)nljm′c(+)nljm{α(+)�

nljm′α
(+)
nljmD

j
m′m + α

(+)�
nljm′β

(+)
nljmD

j
m′−m

+ β
(+)�
nljm′α

(+)
nljmD

j
−m′m + β

(+)�
nljm′β

(+)
nljmD

j
−m′−m}

+ c∗(+)nljm′c(−)nljm{α(+)�
nljm′α

(−)
nljmD

j
m′m + α

(+)�
nljm′β

(−)
nljmD

j
m′−m

+ β
(+)�
nljm′α

(−)
nljmD

j
−m′m + β

(+)�
nljm′β

(−)
nljmD

j
−m′−m}

+ c∗(−)nljm′c(+)nljm{α(−)�
nljm′α

(+)
nljmD

j
m′m + α

(−)�
nljm′β

(+)
nljmD

j
m′−m

+ β
(−)�
nljm′α

(+)
nljmD

j
−m′m + β

(−)�
nljm′β

(+)
nljmD

j
−m′−m}

+ c∗(−)nljm′c(−)nljm{α(−)�
nljm′α

(−)
nljmD

j
m′m + α

(−)�
nljm′β

(−)
nljmD

j
m′−m

+ β
(−)�
nljm′α

(−)
nljmD

j
−m′m + β

(−)�
nljm′β

(−)
nljmD

j
−m′−m}

}
, �������

��	�� ���� � $����� "!��������
%��� ������&' �� ("���� ����� �!���� ���� � �������) �� � � ��� ��!������ �� �

���
� ��!����� ("���� (�$���� ���	� ���������������)�� *��
"�� �� �� ���������
�����!	� ���������������)' ���� �����!" �����!��� !��� ��������& �����+ �����+&
("���� ������ *����!� ���)������� �� ���	� �!�������)'  ����� !��
� �����+�� "
�!����'
��!������ � � ��

%��� ����! ���������&' �� yn(μ) �����"�� ��� ������ ���� ��� ���� ,�����+���
�����"��!�' �� ��+$� � $����!� �����!� �������������� �$� ��(��!���� ���������������
���! ��!�����! �"�����!' �� �����)����$�� $" ����)����$��' �� ����� � ���)
�����!	�  ������ !��� ��������& �� ����� � ������������ �����"����$�� ���� ��"��-
����& �����' �� ������������ �����"����$� ������������ !��$���+& ������������ ���	�
����
����� ��$�� ����) $��� ��������) ���������) � ��!�����!���

��� �����	
�� ��	�� ������

� �������! ����������$� �!	���� ������� ���"��"�� !��������� )�!�$����" ��$�
+������� ���� ���������) � �! ��
�	� .������/ � ���!���)  ��� ���	� ����$�����
"������) � ��� ������
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��������	� ��
���������� �
����� 
������� ������������� ���� ��� �������� �����
����������� ���
� ���������	 �����	� 
�
����� 	���������� �������� ������������ �
����������� 
�� �������� ������ � ���
�!����� 	����� � 
����� ������ ��������� ��

��� ���
�������� "������� ���� ��
����� 
����� �������� ������� "
���# �����
������� ��
���� 
�������� ������������ ������� 
�
����# ����� ����� ��������� �� � ���� ���
��������	� �������� ������� ������� ����� �	��
���� 
���� ���������� � ��
����
������	���� $����� �� �� ����� ��
��
���� ������� ���� !������� � �����	�� �����%
������ � ��� ������������ �����
�������� ��
���� �������� ����� 
��������� ������
&������&�

'���
��� ��� 	�
���� ��������� ��������� ������ ������	������ 	���(

Ĥω = Ĥω
WS + Ĥpair, ")�)*+#

����� ���,������� 	�������
����� ��������� ����
�%��-�� Ĥω
WS 	�
� ������� �

����� ���,��������� �
�������� ������������ .���� p ������� ������� 
���� ��������
���� �
�������� �����	 ������ ��������� ���� "��� �/#� '�������� ����� �� p ����������
	�� ����� ���!� �������� � ���� ���������� "��
��� �������� 	�������
������� �
������� ������� 0�������# � ����� � �
��� ��������� ������� ���
��� �� ������	 �� .
"��� �������# ��� ' "��� �������#�

1��������� ����� ������ ����� �
� Ox� 2�������� ���������	���� ������� �������
���� ������� � ����	����� �������� �
����������� "������# � ����������� ������ 
����	��	� ��
���(

Ĥω
WS = ĤWS − ωĵx − λF N̂ =

p∑
αβ

(eαβ − ωjx;αβ − λF δαβ)c
†
αcβ. ")�)*3#

$�������� c†α, cβ 
�� �� ��������� �����	� � �������	� ����
��� � 
�����	�� ������ �������%
����	�(

{cα, cβ} = 0, {c†α, c†β} = 0, {cα, c†β} = δαβ ")�)*4#

5��� λF N̂ ������� � !����� ��������� ������ ����
��� ���� � �����!�� ,���	�
,����� �������� ������������� ��
��������� �������� |Ψ〉 ��������� � �����������
������ �� ������ ,���	��� ���
��� ��������� ������ ����
��� N̂ =

∑p
ν=1 c

†
αcβ�

��������	�� 
��� � ��������� ������������ ���������� ������� ����� 
����
	�������
������� ������������ �����	���� ����
�%��-��� 6�������	�� �� ���%
����� ����������� ������ ����� jx;αβ �����	���� ���� ������ � ����	����� �������%
���� �,������� 	�
� �������� ���������� ������ ����� � 
��� ����
��� "����� )�)*7 
)�)*8 )�)*9#

ĵx = l̂x + ŝx ; l̂x = i�(y
∂

∂z
− z

∂

∂y
); ")�)*7#

ĵy = l̂y + ŝy ; l̂y = i�(z
∂

∂x
− x

∂

∂z
); ")�)*8#

ĵz = l̂z + ŝz ; l̂z = i�(x
∂

∂y
− y

∂

∂x
). ")�)*9#
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����� ���	
��� �� � ���	� ����
�	 b, b̄ ������������� 	 ������������ � ��
������
� �
������� �  
�����	�� !�!��� �"��� �����	� �������#
	$

〈b′|ĵx|b̄〉 ∼ δn′
xnx , �%&%'' 

〈b′|ĵy|b̄〉 ∼ δn′
yny , �%&%'( 

〈b′|ĵz|b̄〉 ∼ δn′
znz . �%&%() 

*�#�	 ���������!� � ��+�	
�	

|b〉 = iny |nx, ny, nz; sz〉 �%&%(% 

���� �� ������ �%&%', %&%'- %&%'.  �� ����� �	"� �� 〈b′|l̂x|b〉 	 〈b′|l̂z|b〉 �"� ���
���	���
���
��� ��� 〈b′|l̂y|b〉 ���� ������� 
� ������� ����! ���	���$

〈b′|ĵx|b〉 = rzeczywiste �%&%(/ 

〈b′|ĵy|b〉 = urojone �%&%(0 

〈b′|ĵz|b〉 = rzeczywiste. �%&%(1 

����� ������� �� ����������
�� ��!	����	��� ���& %&%'0 � ��	���� {|b〉, |b̄〉} ���� ���
��2
�	��� �	"�
 � �����
	 !�
	������� ��!	����	��� � ����
�"� ���������"� ��� ������ ����"���!
��	 �������!�$

3 2 !�
	��� ���
���	��"� � ��!	���
� �/� 4 /� 5
6 2 !�
	��� ������"� � ��!	���
� �/� 4 /� 5
7 2 !�
	��� ���
���	��"� � ��!	���
� �/� 4 /� &

8�����#
	 �����
��	� 
���� ��������� 
�����	���� !�!���� �"��� ��������� �������� 
�"� ����
	��� ������#
	�! ��� ��!	����	��� ĤWS$

T̂ ĤWST̂ −1 = ˆHWS ; T̂ ĵT̂ −1 = −ĵ �%&%(, 

9���
���"�
 ����� �����
��� � 
���	� ���� ��!�
� ��!���� :���;$

T̂ |b〉 = |b̄〉 �%&%(- 

�����!�!�

〈b̄′| ˆHWS|b̄〉 = 〈b′|ĤWS|b〉� �%&%(. 

〈b̄′|ĵ|b̄〉 = −〈b′|ĵ|b〉� �%&%(' 

����

〈b′|ĤWS|b̄〉 = −〈b̄′|ĤWS|b〉� �%&%(( 

〈b′|ĵ|b̄〉 = 〈b̄′|ĵ|b〉� �%&/)) 

<	��� ���� �� ��!�� ��!���		 
������ ;�����	��; �������� �	"� � ������� � � ����� ����2
��!�	�!� ����� ������ !�
	�����"� ��!	����	��� � ��������� ������ ����� ��	 93 ����2
���	
��	� �"���	� ����"����� !�
	��� ��!	����	��� ��� ������ ����� ��	 97 � ���	� |t〉



����� ����	
������ ����������� � �������������� �������� ��

���������	
��� ��� �� ���� � ������
�� ��� �������� ���� � ���� T̂ |t±〉 = ±|t±〉��

Hω
x = H − ωxjx =

⎡⎣ 〈t′+|Ĥω
x |t+〉 〈t′+|Ĥω

x |t−〉

〈t′−|Ĥω
x |t+〉 〈t′−|Ĥω

x |t−〉

⎤⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Re(〈b′|Ĥ|b〉) + iRe(〈b′|Ĥ|b̄〉) ωxRe(〈b′|ĵx|b̄〉) + iRe(〈b′|ĵx|b〉)

ωxRe(〈b′|ĵx|b̄〉)− iRe(〈b′|ĵx|b〉) Re(〈b′|Ĥ|b〉)− iRe(〈b′|Ĥ|b̄〉)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .�������

���� �	�� � ������	 ��� ���
�

Hω
x = H − ωxjx =

[
H J
J� H�

]
; �������

Hω
z = H − ωzjz =

[
H J
J� H�

]
. �����!�

"�� � ��� # ��	 "$ 
�� ������ ����%����� � ��� ���	� � �����&� �� ��'��
�
����	�� � ���	��� ���(� )��	&���	��' ������ '�'�	��	 �&�� � �	�	�(���&���) �
���	���) &��� � 〈t−|O|t+〉 	 ����������)� *����+ ���	����� )��	&���	��' ,�����	�(-
� ��������' �����' ��� # ��	 "$ ���

Hω
y = H − ωyjy =

[
〈t′+|Ĥω

y |t+〉 〈t′+|Ĥω
y |t−〉

〈t′−|Ĥω
y |t+〉 〈t′−|Ĥω

y |t−〉

]

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Re(〈b′|Ĥ|b〉) + iRe(〈b′|Ĥ|b̄〉)
+ωyJm(〈b′|ĵy|b̄〉)− iωyJm(〈b′|ĵy|b〉) 0

0 Re(〈b′|Ĥ|b〉)− iRe(〈b′|Ĥ|b̄〉)
−ωyJm(〈b′|ĵy|b̄〉) + iωyJm(〈b′|ĵy|b〉)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

�����.�

/���� ���	��� � ������
� ��� ��%�	����� ���� ���
0�	' �� ���� |b〉 �� ���� |t〉 ����
�����	 ��� # ��	 "$� ��'�'
 ���	�� ����&���� ��)�������� �� �	�(���&	���
	 � ���	����)
�� 1 �� �� �� �) ���	��� ����&����) � 1 �� ���� �	�� �����+�

Hω
y = H − ωyjy =

[
H + J 0

0 H� + J�

]
. �����2�

3 ��������� ��������	�& ������	 '��(&���	��� ��#�� ��	�	�(' �� �����
� ��&��������

����� ����	
������ ����������� � �������������� ��������

*�������	��� ���& 
�� ������ ��	������ � (# ���� ����	�#� 4� �#���� �'��
 '��5
��� ��#� ����� 67�	8!9� ���������� ��	�' �
��	�� ��������	�����) � 
������) ��������)�
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���	 �����
������� ��� ��	���	�� � �������� � ������������	� �������� ����	��� ����	 ��������
 �	���� ��������	 �������� !����		�"����#�����$�% &������� � !"#&' �	
� ����� �
�	������ 
����������� ��� ��	���	��� �� ������	��� ����� ���	�
������	 ����� ����(
�� ����	�
��	�

)	
�����	 ������������� ���������	 ������� �����	�����	 
�� �� 
������ 
�� ������	
� ������� *+��,-./

Ĥpair =

p∑
αβγδ

vαβγδc
†
αc

†
βcδcγ,  0�123'

����	 ������������	 ���������	� ������������ �	 ����
��� 
�� ��	������	� ������������	 ���
����	 � ������� �	
� �	4������	 ����	�/

vαβγδ = −G
4
δαβ̄δγδ̄sgn(α)sgn(γ)  0�125'

����	/

sgn(ᾱ) = −1; sgn(α) = 1; |ᾱ〉 = T |α〉.  0�12,'

!��������� ������� ��������	 ��
��(/

Ĥpair = −G
4

p∑
αβγδ

δαβ̄δγδ̄sgn(α)sgn(γ)c
†
αc

†
βcδcγ = −GP̂+P̂  0�126'

����	 ��	������ ��	���� � ��������� ��� ����
�	� ����� ����
�(/

P̂+ =
∑
α>0

c†αc
†
ᾱ ; P̂ =

∑
α>0

cᾱcα.  0�102'

7��$�	 ��	���	 ���������� $���	 �	���������� �	�������
������ ���� ���	
����� �$���� ω = 0�
8���
�������� #�����$�%� ������ ���	��( �� �$���� ���������
�	�� ����������� 
��$��
��� ����9
�����

:�	������ ��	���� � ��������� ���������
�	� αi, α
†
i  � ���	� � ��
��( ����
�������� #��

����$���' ����� ����
�( � ��
���� ��������	���/

α†
i =

∑
ν

(Ai
νc

†
ν +Bi

νcν);  0�100'

αi =
∑
ν

(Bi�
ν c

†
ν + Ai�

ν cν);  0�101'

�� � ����
�	 ����	������ ������� ��
��	�������/(
α†

α

)
=

(
AT BT

B† A†

)(
c†

c

)
,  0�10-'

:�	������ αi, α
†
i 
�	������� �	���	 ��������������

{α†
i , αj} = δij, {αi, αj} = 0, {α†

i , α
†
j} = 0,  0�10;'
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�� �������	
 ���������
 �
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∑
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α†α 89 H117 ���$ α†α†7αα 89 H20 ���) ��)$����
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� ααα†α†7 αααα†7
αααα 89 H4

Hω = H0 +H11 +H20 +H4, �������

��)$ �)$� ��%�� ����)�* :;��(<=7 %
�

H0 =
∑
αβ

εαβραβ +
1

2

∑
αβ

(Γαβραβ +Δαβχαβ); �������

H11 =
∑
ij,αβ

[ναβ(A
i�
αA

j
β − Bj

αB
i�
β ) + ΔαβA

i�
αB

j�
β +Δ�

αβB
i�
α A

j
β]α

†
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∑
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αB
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1

2
ΔαβA
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αA
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β +

1

2
Δ�

αβB
i�
β B

j�
α ]α†

iα
†
j + h.c. �����>�
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������ ��� χαβ�

ραβ =
∑
i

Bi
αB

i�
β ; (ραβ = ρ�βα); �������

χαβ =
∑
i

Ai
βB

i�
α ; (χαβ = −χ�

βα), �������
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Δαβ = 2
∑
γδ

vαβγδχγδ �������

��� ������ ��	
������������

Γαγ = 4
∑
βγ

vαβγδρβδ; �������

ναβ = εαβ + Γαβ; ����� �

εαβ = eαβ − λδαβ − ωjyαβ. ����!"�

#������ � ��$������%� %�
��� &'() �%���%� *��

H20 = 0; H11 =
∑
i

Eω
i α

�
iαi ����!��

� �
���%���%� ��$�� ����+ ���,������� �� ��,���� �� A � B) ������ �������%�
&'(-� ∑

β

(ναβA
i
β +ΔαβB

i
β) = Eω

i A
i
α; ����!��

∑
β

(ν�αβB
i
β +Δ�

αβA
i
β) = −Eω

i B
i
α. ����!!�

� ��������� 	�$ %�����,�.������� %�%�

Δαβ = −2G
∑
γδ

δαβ̄δγδ̄sgn(α)sgn(γ)χγδ

= −2G

4
δαβ̄sgn(α)

∑
γ

sgn(γ)χγγ̄

= −1

2
δαβ̄sgn(α)Δ, ����!/�

����� Δ = G
∑

α>0 χγγ̄ . 
� ��0����� ��,��1�� Δ ���,� ������ ������
������� 2��� ��,��
��������+ �������� ������� �$�����13 ���*,�%� ����% ��	
 ���	 ���
�� ��
���� �������
��	
���� �� ���
�  ��,	��� ����1�� ����� �� �
���%���� ����
������� � ����%������� %�.
%��
� ����� ������ � ����% �	�
�$��� �� %��� *�3 �������� � ����%� ��1������,��%�
��
�������%� ��% ������
��������

4�	��	�� 
����
������� ���	� ��	��������
������� 	
��� �*�������� ��+��� �������$
��
������� %�
�� ���
���  
�� %������0� �,� ��,�� 	������$� ���������� � 5���%���.
,�������� %�
���� 2��%������� ',��
����� 6	�
�$
�) ������� �� ���	� 5������ ��	�,����
7����
������� 8������	� 4���,���� ��� 
�� ���%�
��� ���	 �*����� �������,����
� ��
���,���� ���� ��%��� ��%�,
������ ��,��
�����) *����� �����	
�����  8������.
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*���� ���� ���	���� ���	��� �������� ������������ ������
� � �����
� �������
������	�� ����������
��� ��������� ��	�� ��������! �������
���
��� ���� ������
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gΔe(λ) =
ΔN

2Δe
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	 � ��	
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����� &�������! λ! � ������� ������� �������� ����
������� ���
�� ei ∈ [λ−Δe, λ+Δe]0
� ����� ��
���
 ���� ������� ��� ΔN " 1
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���� ������ ������� ������ ��
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�� 	� ���" 	����� ������ (�������)" ' ��� �����	�� 3������� ��������� ���� ���
�������
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����� ��	�����" 4����
������� �����! �� ���
��
�� ����� �������� ����
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���	��" ' ��� ��
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g(e) =
∞∑
n=1

δ(e− eν) =
1

γ

∞∑
n=1

δ (
e− eν
γ

)︸ ︷︷ ︸
μ

=
1

γ

∞∑
n=1

δ(μn)

=
1

γ
√
π

∞∑
n=1

exp−μ2
n

∞∑
m=0

cmHm(μn) ()�)+
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���� ������	 
���	��� g̃� 	 �������������

g(e) = g̃(e) + δg(e)

=

g̃(e)︷ ︸︸ ︷
1

γ
√
π

∞∑
n=1

exp(−μ2
n)

p∑
m=0

cmHm(μn)+

δg(e)︷ ︸︸ ︷
1

γ
√
π

∞∑
n=1

exp(−μ2
n)

∞∑
m=p+2

cmHm(μn) .

�����

������� ���������� ��� ������	� �!�	���	� ����"�# ����$����� p� ��������� �����$�����
���� p = 6� %	��!� �������� �����������& �	�� ���	��� ���	�$� '��$	�
� λ �����

n(λ) =

∫ λ

−∞

(
dn

de

)
de =

∫ λ

−∞
g(e)de =

∞∑
ν=1

∫ λ

−∞
δ(e− eν)de = n ���(�


�	��
∫ λ

−∞ δ(e− eν)de = 1 ����	 eν < λ 	
∫ λ

−∞ δ(e− eν)de = 0 ����	 eν > λ�
)�����$�� �� ������	� *����	+��	�
� � ���������	� ��� ,�����	 
�������	 ������ �

� �& ����$��� � �$�	�������&� p ���� γ� �-�	������& � ���	 ���� !� �!� ���	� ��+"
���� $���	�	� �	� ������� � �!�����& �������	. ��� �	�� �������� � ��� $����	� ���� ��
$���	��� ����$��� γ ��������� ���� �-�	����� ����� �������	 ��� �������� � ����
�"
������$	 ���$	���$	 
������& ������� ������

γ = 1.2× 41

A1/3
MeV. ���/�

0�� ������	 �! � ������� ���� ������ � ���	����	� ����
		 ���������� � $����	� *���"
�	+��	�
�� 
�	� � ��$ �����
 ���$ ����������	�� ����$��� ���$��	� $� � �-�	��	 ������

��	
 ������� �����	����
1 �����$ ��������� ������ �� ��� �� ������$� ��	����������	 ���������	�$ 23��"

�����	4 
�������	 ���	�$ �� �	� ���� �� �� �!� ���	���5 ����
	� ���������� ��� ������ �� ��
�!� ���������5 ���!�	 	 ������ ���� ������������ ��� �����5 ������ ���&����	� ���&��
3�������	 � ��� 	������� � ,�����	 ���������	� ����
		 '��$	�
�� � ���������	� � ,�����	
��!�����& ����$��� � �,��$���	 �&����������������& ��!���� ��$���	�� ���� ��$ !��"
�	�� � �����$ ��������� !���	�$� �	�� �����������5 �� �,��$���	 ������������ ����
���� �� �� �-�	��� ������ ��� �������� ���,������ !�&�6	����� ������ 
� ���������$	 ��"
������	� 
��$���	�$	 !���� ��$���	� �����&������ �2�	�"��	��� �,��$���� ����������4� �
��� ����	� � ��$���	�� ��	���� �,��$���	 ����������� �2
��$���	� 
������"���������4��

1 ���� �$���	�	��	� �������	 
�������	 *����	+��	�
� � ������& ��� � �������	$�
�����	� ����������� 
�

ΔE = 
 · �ω = g × 41

A1/3
7�8, ���9�

�� ��
� �! � � ������	 :
;<��(� <�==� <���� >�<? ����	��5 !���	� ����$ ����
�������$�
� ����!�	���	� �&��������������$ � $	���� 	����������	� ���&����	� 
�������	 �� !����
�	����	�& ������ ����	��	� ΔE;>�(� �� ��( 	 /7�8 �@��� ��A�� B�������$�� �� 	$ �	������
!���	� ���$��	�� ����	 ������� ���� ����
�������� ��$ $�	�� �����
 � � !���	� �	������&
�� ����	��	�& 	�
��$��&� 0����� ���	�	 ��������	��� ��� �� @��� ��A� ��><� ��>>�

C�� ����$�	��� ������ � �	����	� ����
		 ���������� *����	+��	�
� ���������� ���"
���� ���� ������5 ΔE = 1.2×41A−1/3� �� ����	�� ���� / 7�8� � ��� �	�5 � 	�
��$ �
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� ���� �����	
� ���� ���� � ��	������� 	�
�� ��� ������ ��
���� ������ ��� ��� ��� �����
�������� !�������� �� ��������� ������"# ���� ��������� ��� �������
�� � ���$�����
��� ��	� %& �����
� �� '�( ��� �������������� ����������� )������� *� +�� & �,
�	����� ��� ������"�� -�����.�	���� �����
� �����������/ � ���������/ ��� �
����/
�	��� �������������/ ��� ������� ��0������� �	�������� α30 1 ��� �����	� ��	��
�������� ��� ������������ ����� � ���	���� �0�	�
� ��/��������/ �� ����� �������������/ 
2��������� �� ������ �������� �� γ -�������	���� ������� �� �������� ����	� ����	�����
���� $�# ����3	����� ����� ���������� �����	� 4������4 ��� ����"��� � �������
�$����� �������� �� ������ 

-���������� 	������
� �����������/� � �� �� ��� ����� � �������� ��	�����/� ���
������� ������ ��������� �� ������ � ��������� ��0������� �	������� � ������"�� -����
��.�	���� �$������� ��� �������
� ��0������� α30� α31� α32 � α33 ��� �������
� � �����
�
�+�� & ��� *� �����	� & �� ������������ ��� ������"�� �����
� �����������	����/ �
0��	��� ����$� �����
� � �������
�� ��� �������� ��0������� �	�������� ������ ������
������� � ������������� 5�0������� α30� α31 � α33 ��������� �������������� �������� ����
��� ������"�� �����������/ ��� ��0������� �����/������� α32 

5�� ������"�� ���������/� ��
�� �����
� $���	� 	������
� �0��������/� ����� �����
��"�� �	������� ���������� ��� ������	��/ �������/ ���������� ��� ��� �������	��/ ����$���
�����"�� �������
� ��0������� 6 ������ ���� ������� �����/������� ��� !��%7� ���
����� �α32 ∼ 0.25� ��0������� �����/�������� 8�� ����	 � ���������� � ���$��� ���
�������
� ��� *��97 �������� �������"# ��������������/ �0�	�
� �������� �����/��������
� :$����� �����	��4 ������� ������ ���������	��/; Z ≈ 136 ���� N ≈ 196 

8�� ����	 ���� ������	����� �� ������� ���	���� :�	������	���4 �������������� ��
������� ����� ������ ����	���# ��������������/ �0�	�
� �����/��������/ *������� � :��	�
��������4 ��	�� ��������� ������ ���������#� �� ��� �$���� ������ $������ ����� �������
�������/���� ������� �� ������������� � ��������/ ��������/ �	��������
� 1 ���
	����	"��� $������ ������������� �
����� ����	������ �����/ �$����
� �������/� �����
���$�� �0�	�� ��� �������� ��� �������� 
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����� 	� ���������	�� α30(α20) � ��	����������� �
 α40 ����� 
���	� 
��� 	� ���������	��

α32(α20) � ��	����������� �
 ���
������ 
��!�����	�� ��� Z = 108, N = 172" Z = 114, N = 164"
Z = 118, N = 186 � Z = 126, N = 196�
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� ����	� ���� ����� � �	���������
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$��	���
��	� �����		 �����
������) ����������� � ��������	� �����	��� ���������� ��
��������	� �������
�	 ������ � ����	� �����������) �����	������
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��� �������(� �����		 �
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�	 ��	�� 3/��456� ,�
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������������
���� ���� ����
����
� ����������
� ���� ����
����������
� ���� �����	��� ������ ��������(�� � ��������� ���� ������
� �� �����
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� �������
�	 ��������������) �����	����� ��� ��
�����	� ������� �� ���� ����������
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��� �����(
	� 7* ���	����� ����	�����	 ������	 ���	��� ��	��� ��� 	
� 	���������(�
���	��� ��� ������ ��� 38999) :86�

;�����	� �����	������ 3<��%=6 ����� ���	�	 ����
���
� ���� ����
����
� ��� ������ �
����	
 160>� ��������� ��� �������
�	 ��������������) ��� �� ����
�� ������ ���� (����
�	���) ���� ����
� ��������	� ������� ����� 	 ��������(
	�

7�������������� �������	��	� 	���	��	� ������ �������������
� ���	��� ������ ������
��	� ������� �� ������	��	� ���� ����
����
� ��� �����(� 7*� <��	 ��������� ���� ����
�� �������	��	�) ���� ������ �����		 ��������� � ������	�� �������������� �������� ������
������ ������������) ���
��� ��� ������ ���� ������ ������������ 	 ���� ��	����
��� �
����������	 ����� ������ ���1�	����� ;���
�� �� ���
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�����
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���
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����� ����� �����	��� ������		 �������������� � ������
�) ����� �������� �� �������	�
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������ Iy � ������ ����� ������ ��� �������� ����� ������� ���������� ���� � !���� ���� �"
Oy � � ������ �������� �� ω � �������"# �������� E � ������� ������� ����� ������

$� ����� ����� �%� ���� ����� �� �& � �!������ ��� ������ ����� �� # !������
!�� ��� �& ������ �����%� �& ��!��� �& ������ � %����������� '���� ������ � ����
��%���� ��� ������� ���� � �������%����� ���� ������%�� �& 	���� ������%� (�!�������%
!�����

)������ � ������ ����� �������� ���� ����������� ����������� �������� ����� �� �&
� ������� Th228 � ���������� � � ������ ���!%������ �� � ���� *+��,-. � ���%�� ��� �
����%� ��������%����������%�� 	�������� �	�
�	��� ��	��� ������� ��������� �
��
������� � ����� ��� �� ��"�������%� ��� /��������� �� ������������� � ������� ���� �
������& ���� �� �& 	����� ��������%��� ��%����� ���� � ������& ������� �� �& 	�����
������%����

0� � ����� 1 �� 
�2- 	%�� � ��������� � � ���� *+��,-.� ������������� ���� �����
��� ������� � ������ 3� ������%��� ����� �������� ������ � ������ ���� � 
� ����� R(L) =
E(L)/E(2+1 )� '�� ���� �%� �������� � ������& ���� �� �& ��� � ������� �� �&� 4������
������� � ������ 3 ���� �� ���� ������� ���������%� �& ������ �� 5 �� 3� 0� � ����� 6
� ��� ����� ���� *+��,-. 	1 �� 
�2-� ����  ���� �������� ���%����� ��������������� ����
�������� � ������� � ��������� ���� ���"�� ΔE(L) 	���� 7����������7� ����� �� �����

ΔE(L) = E(L)− E(L− 1) + E(L+ 1)

2
	
�5,

��� ����� ���� L � ���� ������� ����
$� !������ �8���� ����������� ������� ������� ������ 228Th� 1 ����� 
�29 ��������

������� ������� ���������%� �& �������� � ���� ���"�� ��������� � ������� ��%����� �&
�� ���� ������%����� � �������� �� �������%�� � ������ ��������� �� 0��!������
������� �� ���� ������ �����%��� ����� ��� ��!��� ���������� ����� �!%������� ������ �
���� 	�������� ������ :!%������� ������ ���� � ����%� �������� ������ � ������ �%�
��8������� α20 = 0.26 � ! ������� # ����� ��������%��� � �%� ����� ������%����� �
α30 = 0.12� ����� �� �����"�� ������ ���� ���� � ��� ������� �������� �& ���� ��8�������
������� %���%� �& !���; �%�!�%� �&� ������� �& �� 1 �� 
�2<�

'�!�%� 
�5 �������� �����"�� ������� �������� ������ ��� �& � ��"�������%� �& *=���<.�
�����ΔE(L) �� ���%����� ������������� �������� � ���� ���"�� ������� � ���������� �����%�
�� ����������� ���%��"�� ������������ )��������� ��� ���%��"�� � %������� � ����� ��"�����
���%���� � ������ ��� �� ������� ������� ��������� �� ������ ��� ���������� ���>������
� � �������� 
�5, ���� ������� �� ����� 5,? �%� ��� 8��� ����������� ��� �& ������ �
�����%� �& ���� !����� ��� � �� �

4������ ��������� Th228 ������������� �� ������� ;��� β, γ 	� �� 
�2<� %��  � ��
������� ;��� 	α20, α32 �����%� �� ����������� ��8������� ������ � ������� �� %� � ������
��������� � � � ������& ��!����� �& � �� �� � � ����� ����� �� %������� ���� ���
��� �� �& �%� ������ � ��!��� ����"%�� � ��������� � � �8����� � ��"%� ����� ������ ����
������ ���� � ������ ������ �����%� � � �� � ������� ��� � �������������� ����������
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���#�� �
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ELSD({def}; I) = ELSD(def) +
I(I + 1)

2J (def)
, +D�D.
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F ({def}, T ) = ELSD({def}; I)− T ({def}; I) · S({def}; I,T), +D�H.
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fk(Eγ, {def}) =
σkΓkE

2
γ
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GDR,k)
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γΓ
2
k

, �� G�
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��������	��	 γ� EGDR,k = �ωk � �������	 k 
��	���� ����

�	 �
��	�� ������� �	
�����	 ��� �	  ��������� ���!� �	�"�	��� 
�#� �#	��	 ����
���#	��� ��	��! γ� ������! � �#	���� ����#	�!� �
�	�	�#	 ������#� ����#�����#	� ��$�	
������ ��" 
�!�	��#�� %�#�
��� �!�" ���	& �	��'! ��#�� � �
��	��� �#	��	 	 �	�'� �
��#�
����  ��� ���	��� �$��	��� ��
��#	�� ��#	�� �#	�� ��'�� �'�	 �����
�	���
�	��

Ĥosc = − �
2

2m
(Δ) +

1

2
m(ω2

1x
2 + ω2

2y
2 + ω2

3z
2)− ω(yJz − zJy) ()�*+

����� ωi, i = 1, 2, 3 � ��#�
���� �������#	��� �#	��	
Ωi, i = 1, 2, 3 � ��#�
���� ����#	��� �#	��	
ω � ��#�
��� ��	��� ��#�� Ωi ± ω � ��'���� ��#�
���� ��	��� � ��#�
���� �� �	��� ���	���
,
�	��! ��
����� '� �����
 -./ ��	��	 �
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�#	� -0/� y���#	 	 -)/ � z���#	 �
���	���� �	�����	&
���� 1 �$� �#	��	 �'�	 �	��
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y = αcos(Ωt) ()�2+

z = βsin(Ωt) ()�.3+

4
�����$��� ��"��� �'�	 �����
�	��� �	��

d2y

dt2
= −ω2

2y + 2ω
dz

dt
+ ω2y ()�..+

d2z

dt2
= −ω2

3y + 2ω
dz

dt
+ ω2y ()�.0+

d2y

dt2
= −Ω2αcos(Ωt) ()�.)+

d2z

dt2
= −Ω2βsin(Ωt) ()�.5+

d2y

dt2
= −Ω2αcos(Ωt) = −Ω2y = −ω2

2y + 2ω
dz

dt
+ ω2y ()�.6+

= (−ω2
2 + ω2)y + 2ωΩz

d2z

dt2
= −Ω2z = (−ω2

3 + ω2)y + 2ωΩz. ()�.7+

8�� ���	� �$��	& �'�  !� �	��
	�! �	��[
−Ω2 + ω2

2 − ω2 2ωΩ
2ωΩ −Ω2 + ω2

3 − ω2

] [
y
z

]
=

[
0
0

]
, ()�.9+
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(−Ω2 + ω2
2 − ω2)(−Ω2 + ω2

3 − ω2)− (2ωΩ)2 = 0 ()�.*+

(−Ω2 + ω2
2 − ω2)(−Ω2 + ω2

3 − ω2) = (2ωΩ)2

Ω4 − Ω2(ω2
3 + ω2

2 − ω2 − ω2 + 4ω2) + ω2
2ω

2
3 − ω2

2ω
2 − ω2ω2

3 + ω4 = 0.
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Ω4 − Ω2(ω2
3 + ω2
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2
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2 − ω2ω2
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Δ′ = (ω2
3 + ω2

2 + 2ω2)2 − 4(ω2
2ω

2
3 − ω2

2ω
2 − ω2ω2

3 + ω4)

= (ω2
3 + ω2

2)
2 + 4ω2(ω2

3 + ω2
2) + 4ω4 − 4ω2

2ω
2
3 + 4ω2

2ω
2 + 4ω2ω2

3 − 4ω4

= (ω2
3 + ω2

2)
2 + 4ω2ω2

3 + 4ω2ω2
2 − 4ω2

2ω
2
3 + 4ω2

2ω
2 + 4ω2ω2

3

= (ω2
3 − ω2

2)
2 + 8ω2ω2

3 + 8ω2ω2
2 = 4[

1

4
(ω2

3 − ω2
2)

2 + 2ω2(ω2
3 + ω2
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3 + ω2
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(ω2
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Ω1 = ω1 ����+�

Ω2 =

√
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2
(ω2

2 + ω2
3) + ω2 +Δ ����,�

Ω3 =

√
1

2
(ω2
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3) + ω2 −Δ ����-�
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ω1p = �c

√
2(λp)/mp√

〈R2
y〉

; ω2p = �c

√
2(λp)/mp√

〈R2
x〉

; ω3p = �c

√
2(λp)/mp√

〈R2
z〉

����1�

ω1n = �c

√
2(λn)/mp√

〈R2
y〉

; ω2n = �c

√
2(λn)/mp√

〈R2
x〉

; ω3n = �c

√
2(λn)/mp√

〈R2
z〉
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����/ mp = 938.272 45�67�28 ����
����� �
���� � � · c = 197.3267 45�6 9�8�

:�� ����� &
����� �������&$ �
'�( ��
��������'� ��*��� � �������'�!	� ���
���� 
��#� ������$ � ��������

ω1 =
(ω1p + ω1n)

2
; ω2 =

(ω2p + ω2n)

2
; ω3 =

(ω3p + ω3n)

2
. ������



��� �����	
�� ������	�� ��
����� ������ � ��� ���

� ����� ��	�
�� ���������� �������	��	��	 ��������� ��������� �������	
� ���������
���� ����� ������	� ����� ��� ������������ � ��� �����!� �� ��	 ������	" �� ���#����	
!	�� � �����!#� !#���$ %������������ ����#	��!#��	 ������	���&

α =

√
Ω2

2 − ω2
3 + ω2

Ω2(Ω2
2 − Ω2

3)
; β =

√
Ω2

2 − ω2
2 + ω2

Ω2(Ω2
2 − Ω2

3)
�'$'(�

γ =

√
Ω2

3 − ω2
2 + ω2

Ω3(Ω2
3 − Ω2

2)
; δ =

√
Ω2

3 − ω2
3 + ω2

Ω3(Ω2
3 − Ω2

2)
,

�� �	 �������!#� �� ������	��	 �)����� ���� ����� ������	� ����� ���&

σ1 =
1

Ω1

; σ2 =
(α + β)2

2
; σ3 =

(γ − δ)2

2
�'$'*�

σ4 =
(α− β)2

2
; σ5 =

(γ + δ)2

2

σ2 =
(α + β)2

2
=

(
√

Ω2
2−ω2

3+ω2

Ω2(Ω2
2−Ω2

3)
+

√
Ω2

2−ω2
2+ω2

Ω2(Ω2
2−Ω2

3)
)2

2

=
(
√
Ω2

2 − ω2
3 + ω2 +

√
Ω2

2 − ω2
2 + ω2)2

2Ω2(Ω2
2 − Ω2

3)

=
(Ω2

2 − ω2
3 + ω2 + 2

√
Ω2

2 − ω2
3 + ω2

√
Ω2

2 − ω2
2 + ω2 + Ω2

2 − ω2
2 + ω2)

2Ω2(Ω2
2 − Ω2

3)

=
(2Ω2

2 − ω2
3 − ω2

2 + 2ω2 + 2
√

(Ω2
2 − ω2

3 + ω2)(Ω2
2 − ω2

2 + ω2))

2Ω2(Ω2
2 − Ω2

3)
�'$'��

+���� ���	�����, ���#��	�&

Ω2
2 − Ω2

3 =

(√
1

2
(ω2

2 + ω2
3) + ω2 +Δ

)2

−
(√

1

2
(ω2

2 + ω2
3) + ω2 −Δ

)2

=
1

2
(ω2

2 + ω2
3) + ω2 +Δ− 1

2
(ω2

2 + ω2
3)− ω2 +Δ = 2Δ. �'$''�

�����!#�� � - ������ '$'� ����!	)�&

σ2 =
(α + β)2

2

=
2Ω2

2 − ω2
3 − ω2

2 + 2ω2 + 2
√

(Ω2
2 − ω2

3 + ω2)(Ω2
2 − ω2

2 + ω2))

2
√

Ω2(Ω2
2 − Ω2

3)

=
2Ω2

2 − ω2
3 − ω2

2 + 2ω2 + 4ωΩ2

4Ω2Δ
=

2(Ω2
2 − 1

2
(ω2

3 + ω2
2) + ω2 + 2ωΩ2)

4Ω2Δ

=
(Ω2 + ω)2 − 1

2
(ω2

3 + ω2
2)

2Ω2Δ
�'$'.�

/���#	��!#�� ���0��	 � ���������)� �������)�" �����)�)� ���� � ����� �� �)������
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σ1 =
1

Ω1

������

σ2 =
(Ω2 + ω)2 − 1

2
(ω2

2 + ω2
3)

2Ω2Δ

σ3 =
−(Ω3 + ω)2 − 1

2
(ω2

2 + ω2
3)

2Ω3Δ

σ4 =
(Ω2 − ω)2 − 1

2
(ω2

2 + ω2
3)

2Ω2Δ

σ5 =
−(Ω3 − ω)2 − 1

2
(ω2

2 + ω2
3)

2Ω3Δ

���������� �� �����
�
��
�� ���
��
��
 ��������� ��	
�����  ������ �
���!���
 "#$�

EGDR,1 = Ω1; EGDR,2 = Ω2 − ω; EGDR,3 = Ω3 − ω ����%�

EGDR,4 = Ω2 + ω; EGDR,5 = Ω3 + ω

&�������' k(��� ��	
����  ������ �
��)���
 "#$  ��
���� ��� ����
���* ��!�

�)����' ���� ������ +"

,-.�

Γk =

(
EGDR,k

EGDR

)1.9

· Γ0, ����/�

����� Γ0 �� ��������' "#$ �)
 ��
�� �����
���� ��
��
 � ���������� ��������
  ������
�
��)���
 "#$ �)
 ��
��
 � ��������� ��!� 0�' ���
��
�
 ������ EGDR = �ω0* � ��
�
��(
�����
�
 �)
 ��
��� )������ +"

,-.�

E
(1)
GDR = 18A−1/3 + 25A−1/6 ����1�

�)
 ��
��� ����!�����

E
(2)
GDR = 79A−1/3. ����,�

2����
 ����������� 3����
��� ����
	�� ��
��� �	�!� �� �0)���
��
 � �������� �
��)�(
��
 "#$* ���������� ��	4���� �
����� �
��)���
 ��� ��! �
�0
������ ��
������0����
�� ���
��� ��
���  �
)�!����� �� ����� ��
��
 � ���� ������
����� 5 ������ �
��)���� "#$
���� ����
  ������ �
��)�� "#$ �0)�������� �)
 �
!��� �� ���
��� ��
��
 � 
�
�� �
����
����� ��
������0������ ����
	�� ���� ��
��
 ���%��

σ(Eγ, T, I) =
∑
{def}

p({def}; I;T )
5∑

k=1

fk(Eγ, {def}). ���67�

8��4�
��� � ����
�� �����������
)���� ���
)
 �
 ��������� ���
� � �������� ����
	(
�4 ��
��
  �
)�!����� �� ������� �0������
� 8����
! ���� �� �����
  �������)������
*
�� ���4�� ��	
����4 ��0��� ���9���
���� �
���� �
� ����) ������� �������
)���* �����
�
�
����� ���
)
��
 �
 ���������� �
� ��
���* ��� ��! 
����� �
 �������� �0�
��� ��(
�����* ��4�� 0�	 ���
���
�� �� �
���� ����
���
)����* ��
 �
�
����� ����� ������(
��
��* �
��� �
� �������' ������4 ��
������ ��� ��! ������
���
�



��� �����	
��	�	  ��� �	������� �	������� ���

� ������� 	�
��	� ������� �������������� ��
���� ������ ����� ����� �������
�����	�� �
����	� ������ �
�����	� �� ������� ����	�� ��������� �� � ��� ������	�!
"�����	����� ��� ����� ��
�#
� ��
� � �����	��� ��������	� �� �������� ������� ������
����� ��� ������� 	�������� �
����! $��� �����������	� ���#�� �� %!& '�( �����
��#�� ���� �����
�������� ������� ���������	� ������ ������ ������� �������!
)������� ������� ������� ���� ��* ���
��� �� ����
� ���� �����	� 	�
����	��	� ���	�� ����
����! + ������� �����, ����������� ���#�� -�-!& '�( �����
� ��
� ��* �� ���� ������,
#� ������ ��������� ���������* ����
� ����� � ����#� �����
�����* ������ .����������
�������/ ����#�� � ��	� ����� ��������
� � ����� ���� 0������!

�����

)���#� ����	�� ����	�* ����
�, #� � ������� 	�
��	� ���	� ���������� �
����� �����������
�
���� ��#���, 	 ���� ������ � ����#�1 ������	���	�, ��� ��� ������� ���	���
�����	� ����������������, ����� �������� ��������� 	�� ��# ���������� � ���	�����
���� ������� ���������� �������! 2������ ��� �#�	��� ������� ����������� � �������
���������� �
���� � ������� �����	���	� 3�����	�� ��������, �
� ����� �����������
4'��%56 ��� ������ ����� �
� ���
����!

��� �����	
��
�
  ��� �
������� �
�������

7��������� �������� ������	�� �������� α22 �������� ������ �������� ����#�� �
��	�, ����� �����
� ��������� ���! .������	�� ��������	�/ ��#���	� ��
����8 α42, α62

��	! ��#��� ������ ���	� ����������	�� ������� ���� ����������� �� ��� � ��� ������ ��
������, ����������� ��	� ���������� � �����	� ���	�����	�!

9������	�� ���	������ � �������������� ������ ��	������ ������	��� �������
�
���� � ����	�� ���������� ������	�� ����������� (β, γ) :���� ;!<=,  ��! ;!>, ��� 46?�
:���� ������= � 1422� :����� ������= ��� ������ � ���	� ������	�� @�	��/��! @��� �
����� ������	��, � ������ ����� ������	�� �������	� ��#���� ��
��� � �������	�
������� �����	���	� �#� ����* �����
����� ������!

 ������ ;!< :���� ������= ����������� ��#��	� ������� ��������������� ��� ��
������	� ���������� ������	�� ��������, 	���� ���� � α22 :������� E(α22)=, ���
��� ������� ����� ������ ����������	�
� ��# � α42 	���� E(α22, α42)! $������� ���� �
� ������� �������� ��������� ������	�� α62 �� ������
� �������������
� � α42

:E(α22, α42, α62)=! $�	��� ���  ��! ;!< :����= ����� ������� ���
46?� ���� �����	�

���������	� � ���� �� ��������	� �  ��! ;!>, �  ��! ;!< :�����= ������� �����
��#���	� �������	� � ��������� �
���� 	�
�#����8 1422�! )���#� �����#�*, #� �������
����	�� � �������	� ������	��	� �������	� ���#� ������
�  <%% ��( � ���������
46?� � ����������� ;%% ��( � ��������� 1422�!

7��	��� ������ � ��� ����� ������ � ��������� ����	������ � ������� 	��������
������������	� ��  ��! ;!< � ��������� ��  ��! ;!>! ��� �����	� ������ � 46?� :��
�	�
���� ������	�� @�	��/��= �������	� ��#���� ��
��� ������
� ��
� � ������� ���
����	��, ����� ������� 	������� ����� �� >% '�( � ��A���� ���� �� ������� �����
� ������� ��
� ���#� � ������� ��������, ��� ������� �
� ����� �� �����	� �������
&�B '�(! ��� 1422� ��� ����� ���� ����	�� �������� ���	���, � ������	���� ������� �
�
�������� ����� � ��� ������� �	���
�	� � �������	� ���������� ��������
� �����
��� >%�>& '�(  ;%% ��( � ������������ ���������! '#�� ���� ����� �����* ��
����������� ��	� �������, ����� ����� � ��������� ��������  ��� ���������	� ��	���	�
��� �����	�� ����������, ��	����� ����� '�( ���� ������� �������� ������� ���
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�� ��������	
�� ��������� �
����� ����
����
�� ���
���������
� �� ����������	

���������� �������	 αλ0 ��� λ ≤ 12� ��� ���
�� ���� �������� ���
� ������
��� ��� ���������

���������� � 46��  ���� ����
�! � 142"�  ����� ����
�!# ����� �$����� �������%��
��	  β, γ!#
&�
�� ������ ���
�����%� �����
� �������� ������  γ = 60◦,−60◦! � �������  γ = 0◦,−120◦!#

������ ��	�
�
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������	 
�� ��������	
�� ���
�� ��������� �
����� ����
���
�� ��
�������
��	 �� �������	

�������	 ��������� αλ0 �� λ ≤ 12 ��� �� �������� ��������� α42� E(α22)−E(α22, α42)
���� �����
�� ��� �����
 �� ���
�� �
����� ��
�������
��	 �� α42 � �
����� ������
��	

� ��
�������� �� (α42, α62) � E(α22, α42) − E(α22, α42, α62) �� ���
�� ����� ����!�� ���
�

�������
��� �� �����!�� "��#�$��� � 46%� ������ � 142& �������
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������ ����	
��
� ������
�	 �������� ��	���� ������
� � �����	��� ���� ���� �� ������
�
�����  ����	� �!�����
� ��������� !���
�	 ���	���	� "#$� %������&' !���
�	 ���(����	�
"#$ ���� ����(� � �	��� �	����&
	 )�
��
�� ����� ���(� ���
	' &�	���� �� ��	���
�(�
�������������(� �����
�	 �������� �(���� � ����� �����		 �� �����	�� *�������� ����
�������	� ����� ����	
��
� ������
�	 �������� ���(�  ' � �	
���	� ��� �(���� 132Ce�
����� ������ ��� �	������ � +,-�

.� ������ ��� ���������	��� �(� ��� �����		 ������������� /%# +*��0�-
ELSD(def); I)�	�	���	������ �� ����
� �����	�
� ��!����
�	 (α40, α60, α80) 	 ���������
�� ���	���
��	(� β, γ � � ������ ��	��� I = 10 − 80�� 1�� ����� ������' �	�	���

������� 	
	� ������� ��	
���� �������������� �� ������� ������ ����� ������������ Etot −
ELSD(0) �� �	��������� β, γ ��� 132Ce�

�������
��� 2����� �	� 	���	3 �	����� �� ���	���
��	 ��!����
�	 �� �!��
��
� ���������
(x = 0; y = 0) ������� ������� 4� ����4 � ����(���	� � ������� ������	��� γ = (0◦; 60◦)
�� ��������� ��� ������� 2γ = 0◦3� 5� ���&�	� �� �	���
�� �	�	��� �������
������
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�'���	���� ���� 
�	 
	�� � ����! ����� � �	��������
�
 �����! �	�	����!  ��������� (	����	�� ���	�	 ���
���� �	������ �	�	����! 
�'���	&
��� β� ���� �����
��	�	 ��
�)�	���	 �������� �	������ �
 �	�	������  �������� ��������
*���� #�+,� �� ��-���� �����	 �	 �����	
 ��	�
���
����.���	 �	 ��	�����-��� 
�'���	���
*/��,� 0��	�� ��	 ��
�	� ���� �	�� �� ����	 �� ���� �	��������	� �	 ���!��	�� ���!
"��� #�1�

�	� �!� ����	�� �������	�� ���������� � 
����	
�����! �	�� ������ �����	
 �������
����� 
�)��!�� ���� ���
��� (	 ���!��! #�$$ ����
��	����� ���������� ��������� '!�����
�	������	 23"� Γ1/2� 
�	

106Sn � '!���� ����! � ��	�� � �	�	����!  �������� *����	 �����	,
	 �	��� 
�	 Γ1/2 ������� � 
�	 !���
������� ������ 45&$%�� 56$%�7 *�����  �!��,� 8�!
��
���� �	�������	�� ����	 �	�	������	��	  �������� �������� ���� �	������	� 	�� �	�	�����
!�� ���
��	��	�� ����	��� ��	
�� 
	��	 ������ �
��������� �	������ �����������	������ �� ��
&
�����	 ��������� ��	����� � �������	 ����������� ���� �� � �����! �	�	������	��� ����	��!
��	
�	�
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������� 	
��� �������� 	
������ ��������� ����
� � �����
���
�� ��� ��� ��� 106� �
������  ��� ����
�! �
��  �����" ��
��	����" ��
����
� ��� ��	�� #$%&'! �
�� � ��
����
��������
(������ #��' � )���
 �� #���'*

��� �����	
��� ������� ����
� �
��	
����� ����	���� �������� ���
����� � ��
�������� �� 	����
	�
� ���
� � 
������  !"# ������ ��������� ���
������ ����������
$%& �� ���
 132'�� �	
������ �� �	��� �
��	
�� ����	���� (������ ���
��� ����)�
� �
��	
������ �������� �� ���	�	� ���
* +��	��� (����
����� �
������) �
,���
��� (������������� �
��
���)! ,������ �������� �� 	����
	�
� ���	 �
���
������ � ����� � 	��� �
�������� �������� ����	�� ���� �������������� �
�����
�����
����	�����! -���	�	� 
����� ������ ��� ��� ���
���� �� �
�� ��������� �� ��
������� 	����
	�
 ������� ����� �� ����� �
���������� ��� ������  �
�� �������� 	���
��
	�
�� (.>#!/ 0�1) 
���� ��������� ����� ������� ������ ���� ���� ��	��
���
������ �����
����	��� (�23���	� ������� �
��
��� �
���)!

,������������ �
��	
����� ����	���� �������� ���
����� �������� ���	�	� 4������
������� $%& �� �������������� ������ � 	� 
������ �� � 	��� ����� �� �
�� ���������

������� ������ �����
����	����� ���� ������ �� ��� ������������! 5�������
�� 	����
	�
� ����� ���	 ����� �������!

�����

6����� ��� ��	���� ������� ����������� ���
��� � ��	����� 	�
�������� 7��	����
���	�	�! 8����� ������ 	�	� �� �	
����� �
�� ��������� �� ���
�� ��
�������
�������� � ���	���� ���
 ����� ���
�� ������ ���	 � �����������
���� �
���	
���� �
�
��	
�� ��4�
����  ��	������ 
��	��� � ����������� �������
���!

,
�� �������� �� ����	��� �������� ���
����� ���	 �������� �� ��4�
���� ���
� ���
� ������� ��� ����������� ���	 ���
�� ��	������ ��� 	�� ���
�� �������� �	�

����� �� ��	
����  �
��� 	� �� ����	���� �������� ���
�����!

9���� �������� �� ������� ���	 ����	��� �������� ���
����� ����� �� ���	�	�
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�
� �
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�� ��� ��� 132�� � ������� ������������ ��	� �������
����
������ ���������  !���
��� "#$%&� 
��	 	 ���������	������ ' ������ "� �& � (
�
���� "�
�&)
��� �
�������� �
��	��� �!� ������ ��� �������
���� 	 a = A/8 "#$%����&)

������� ��	�
��
 	
�	 ��	��
�������� �
 ��� ������� ����
� ����� ��	������� � 	
��
��	���

� �
� � ���� ������� ������������� �������������� 
�
���� ��	
������
� �� 
�
���� ����
����
� 	� ����� ! �
� �"����� ����������
� �� ������ aT 2 � 
�
���� �������
�� � ���
������ 	
��
��	����� 	
� ������
� ���
 ��������# �� ����� $% �
�& '��
����� ���

	� 	���
 �� ���	��	 (������ �����
��� )*+ ���� �� �
� ��
����,# � ������� �# ������

����
�"���� � �������,��&

��� �����	
���� �
����������� ���

-���� 
���
��
�	���
 ����� �# 	�� ������
�	����
� �
� ������� �"��
 ���	 ���
�	���� �����
�������
 �������� �� �
	
�	����� �� ������� �� �������
 �������"� ���	��
��� 
��	������ ����	"� γ �� 	
� �����	
� ���� ������	"� �������
��
��� �� �
����"�
����������& . ��	���
 /���0�1 � � �
(
������� 	�� ������� �	��
������� �
 �������
���	�� �����
�
��
	����� ����	"� γ ������� �� �	������
 ��(������� � �	���	���

�������� ����
� � ���� ��,�����������& 2���
�"���
 �
�	 	� �����	�
 ��� ������� 
(
�	�
���� ���	��	"� ��	������� ����
�& 2������
 (������ �����
��� )*+ �������������
 ��������
������ ��� ��"���� ���� �������
������ ���
� ��� 3�������� ����� ����
��
 �������
���	��
 � �������
 ������	������ � ���
���,�� �� 	
�� �� �������
 ��� �"����
��
 ��
����	�����
 �� ��
����� �
�	��� �������	
�� ���
�	� ��
��& 4�	
� ����� �	��
����#�
�
 ���"�������� �������� ���	��
�� ��� ����
 ��
 	��� �� ��
���,# �
(������� ��
 	
� ��
(����
 � ���
�	����
 �������� ��
�	�,��& +������ ���	�� ����	"� γ� � � ����
�"���,�� ��
���,#
�����	������ ���
� � ���
� ��
��
 �� 5��	����� ���	��	� ������&

.��"������� �����	����� A2 �������� � ����������� �
	���� ������
����� �������
	"�� ����� �����
6 ����	"� γ ��� �"���� ���	��� �� �����7 N(θ) = A0(1+A2P2(cosθ))�
����
 P2 	� ��
������ 8
�
���� �����
�� ���
�� � θ 	� ���	 ���
�� ��
�����
� ���
��
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������ γ � �	�
� ��
����� �� �	���������� ����� ������� ��
�� � ������ 	����� �����
	��	���� � ������� ������ ������� ND ������� γ ����������� ��� ����� �
�����

A2 =
ND(0)−ND(90)

ND(90) + 0.5ND(0)
, � �! "

� � ���#��� 	����� $ ���� ���������� 	��	���� ���
���� 	��������� %������ ��	������ &'(
�f1, f2, f3" ���	����� ������  �) � ��	�����

A2 =
1

2

f1(Eγ)− 0.5(f2(Eγ) + f3(Eγ))

f1(Eγ) + f2(Eγ) + f3(Eγ)
. � �!!"

*��� ������ ��#� ����� ��� ������ 	��������� &'(+ � �������� ,-��.!/ ����������
��	���� ��	������������ �������� �
����� ��� �������� 0� ���� ����� 	������ 1��������
2������������1�� ��
�� ��� ������� ���� ��	��	���� � ���������+ #�� ���� ��
�� 	���3
������ %������ ��	������ &'(

A2 =
1

2

f1(Eγ)− 0.5(f2;4(Eγ) + f3;5(Eγ))

f1(Eγ) + f2;4(Eγ) + f3;5(Eγ)
, � �!4"

#���� f1(Eγ) �� ��#���� ������ �	� ������� � ����	���� �������� ����������
� ��#�����
������ �	� ���	��������� �� �	� ������� ��� ���	����������� ����� 	��� -������	��
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������� 	
�	� �������� 	
���� ��������� ��� ������ � ������������ ����������� ��������� ��

���� ������������ ��	������ ��� ����
 �� � ��� 132Ce � Γ �!" #�$!

(�	����  �5 �����	����� ��	��	������ ��� ������ � ��������� 6� ����� ��	����
�����	������� 	
� 	������� %������ ��	������ � ��� ��������+ � �� ������ �������� ���
������� 	�
� �	���������� ������������ � ������ ����#�� � ��	��	�� ������� ��	�������3
������� � ����� ,'��57/+ #���� �	�������� 1����� �	���������� ������������ ��� &'(+ �
����� �	���������� ��������� �8�������# %�����"� *�������� �� �� ���	���������� ��
�1��
������� �������
����� � &'( �� ���� �����	� *����� '�������� '����� �*''"� *''
��	� �� ����1����� ������
��� ���	�� ������� γ � �
���� ����
���� �������� %���� � �����
�	�������������� 	�
� ��#�� �������� ��#�
���� ����������

2����	 ����#�� ����������� ������� ��	� ������� ��� &'( � *'' ,'��57/ ��
�� ����
�������� ��������� ��	� �	��������� %������ ��	������ &'(� �� ��
�� ������ �����������
9�������� �	������ �
���� ������ �� ����������� ������������ �������������� ����#�� ������3
������� � ������ ��������#� ���#�
������
���#� ��������
� ����������1� %���+ ������� ��



��� �����������	 
	���� ��

������� ����� 	
������ � ���	��� 
���� � ����������� � ����� �� ����� �����������
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����������� ������������� �������
� ���������� ���� ������ 
��� �� ����� ���
�����!
���� � ������� ���� ��������� ����
� � ������ ������������� � ������� ��	��� ��	"
���	��� ��
������ #$%& 
����	���� ����	��� ��� �
��������	� ������������ '(��)*+&
���� ��	� �����	��� ���������	& 	��� ��	���� 
��� �� ����� ���
�� ,$$�

��� �����	
� ����������

,��� ��
	�
�� ����� 	
������ ������ � ���	��� 
���� ��	��� ��	 ��������� -�����.��� ���
,������/.��& ����� ��
� ��� ���	� ���������� 
�������� 
�
����& ��� ��� ���� ����������
����������& ���� ����� � 
����� ���
������� �
������ ���� ������ � ��
���� ���� �����
��������� -�
� �� ���	�& 	��� �������� ������� 	
������ ���������� ,�������� 	�������
������� �� �
��������� ����	���� ������� ����� ��������& �� ���� �� � ����
������ ��
!
��
����� �� ������ ����������� 0�	������ 	
������ � ����
�� ������������������ �����
1�12�

3��
 ����� ������ ��	� ������� ���� ������ ������������ 	���	������� ��� �����!
�������� ����� 4���� � (����
��� '4��56+ � ������� 
��� �� �������� �� �
�������� ���!
����������� ,�������� �����
������ � ������ 78����� 1�9: ��������� �� ��������������

������ ���������������� ��
������������ � ������� ������������ 71�*;: �

[T̂ + V (α)]Ψn(α) = EnΨn(α), 71�*;:

����� T �� �������� 	���	������ ������� 	����������& ��������� �� ���
��� ��
����� � ���!
����� ������� ������������& V (α) � �������������� ������������ ��
� �� ������� �����������
������� ������������ � ������� ��� ������� ��� ������ 
����& � ���	��� ���������� α�

<���� ���� �������� ��
� ������������ ������� ����=�������& �� ������� �� ��������!
��� ���	��� �������� ����������� �� ����������� ����������� �������������� ��������
���������� αλμ& �������� ���������� ᾱλμ � ����������� � ���� �������� ��
���
�� σλμ"

〈α2
λμ〉 =

∫
dαΨ∗

n(α)α
2
λμΨn(α) → ᾱλμ =

√
〈α2

λμ〉, 71�*5:

σ20 ≡
√
〈α2

20〉 − 〈α20〉2 71�*2:

σ22 ≡
√
〈α2

22〉 − 〈α22〉2. 71�*):

%������ 1�*5 ���
���� �������� ����	����� 	������� ���������� ���� ���������������� ��
����
� �������� ��� �������� 	�������������& ��� ��� �������� �	���������� ��� α = α30�

�������� β � γ

>���������� � ������ ���������!����������� ��� ��������� 	�������������" α20& α22

���� �� ����
��� � ��������� 	���� ?����� � ��������� �������������"
��� ������� 	����������""

Tvib =
∑
k

M ′2
k

2Jk(aν)
− 1

2
B(

dα2
20

dt
+ 2

dα2
22

dt
). 71�6@:
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� ������ ���������� � �����	�
��� ������	���� �������������

��������� 	�����
�� ���������� �����
���� 	�����
�� ����������

x β

u(x) φ(β)

d2

dx2u(x) +
2mE
�2
u(x)− m2ω2

�2
x2u(x) = 0 d2

dβ2φ(β) +
2BE
�2
φ(β)− CB

�2
β2φ(β) = 0

α = m�ω
�2

α′ =
√

CB
�2

= 1
σ2

λ = 2mE
�2

λ′ = 2BE
�2

κ =
√
αx ξ =

√
α′β =

√
1
σ2β�

1
σ
β

dκ =
√
αdx dξ =

√
α′dβ =

√
1
σ2dβ�

1
σ
dβ

Nn =
√√

α
π

1
2nn!

= α1/4 · FACT N ′
n =

√√
α′
π

1
2nn!

= σ−1/2 · FACT

u(x) = Nnexp(−κ2/2)Hn(κ) φ(β) = N ′
nexp(−ξ2/2)Hn(ξ)

u(x) = α1/4 · FACT · exp(−κ2/2)Hn(κ) φ(β) = σ−1/2 · FACT · exp(−ξ2/2)Hn(ξ)

����� �����
 ������������ Jk(aν) ���
 ���� ����� �������� ����� ��
������ ���������

�
���  � ���
��
� ����������� ����!� ��" ����������
������ � �������� �������!� ��
���#
��� ���
��
�� ��������� ����
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V (α′
20, α

′
22) =

1

2
C20α

′2
20 + C22α

′2
22 '(�)*+

� ������� ��
������ 
�&

Trot(α
′
20, α

′
22) =

I(I + 1)

2J . '(�),+

-���� 
���
���" ������� �������� � ��
��!���� ���
���� ������� ���� � ��������
�" ��#
����������� � .%��/01 ��� ������
��� ��!��������������� ��������������&

T̂ =
∑
k

M ′2
k

2Jk(α20, α22)︸ ︷︷ ︸
ˆTrot

− �
2

2B

[
d2

dα2
20

+
1

2

d2

dα2
22︸ ︷︷ ︸

T̂vib

]
, '(�)(+
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dτ(α20, α22) = D(α20, α22)dα20dα22. ������

� ��������� ������������ �
��� �������� �
	���� �����!
���� � �"#��� ���
��	
$
������
 �
 �����	�����
% �
 �
����� �� 
�������� "�	&� '������

(�
)� �
	�����#� ���� �� �
���
���� ���������
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���#� �����
������

V (α′
20, α

′
22) =

1

2
C20α

′2
20 + C22α

′2
22. ������

+#&���� ����� ���	 
	�������� ��������� ���	
��� ��*
������ "������
�
���!� 
��
��� �
���
��
��� α′

20, α
′
22 ���
 � β, γ�

,�������� 
� ������	�� β� -����� �
������ �&�������

Ĥ(I) = T̂vib(α20, α22) + T̂rot(I) + V (α20, α22) ����.�

Ĥ(I)ΨIν(α20, α22) = EIνΨIν(α20, α22). ����/�

0��� ���	 ���)��
���� ��"
�

φn(αλμ) =
1√√
2π2nn!

1√
A
e−α2

λμ/2σ
2

Hn

(
αλμ

σ

)
. ����1�

� ���� �
��������� �&������ 2�!�3������4� �����

ΨIν(αλμ) =
∑
n

cνnφn(αλμ), ����5�

ĤΨm(x) = EmΨm(x) ���.6�∑
n

Ĥcmnφn(x) = Em

∑
n

cmnφn(x), ���.7�

����� ��
��� ����� φn′(x)� � ��#"���� 
	����������∑
n

cmn

∫
φn′(x)�Ĥφn(x)dx = Em

∑
n

cmn

∫
φn′(x)�φn(x)dx ���.8�

∑
n

cmn

∫
φn′(x)�Ĥφn(x)dx = Em

∑
n

cmnδnn′ ���.��

Hnn′ =

∫
φn′(x)�Ĥφn(x)dx ���.��

cmn′ =
∑
n

cmnδnn′ ���.��∑
n

cmnHnn′ = Em

∑
n

cmnδnn′ ���..�∑
n

cmn(Hnn′ − Emδnn′) = 0, ���./�
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〈α◦
20〉 = 〈ΨIν |α20|ΨIν〉, ������

� ������� ���	�� ������	�� 	�

〈α2
20〉 = 〈ΨIν |α2

20|.ΨIν〉. ������

���������� 
	��� 	� �
�� �� � �

〈(α20 − α◦
20)

2)〉 = 〈α2
20〉 − 〈α◦

20〉2. ���!"�

#
�$�%�� �����	�	�	&��'���( �� �����	 � ����� Ψ &��� �� 
��)	 ���	�
����� α�

〈α|Ψ〉 = Ψ(α), ���!*�

� +���	�� �����	�	�	&��'��� ���	��� |〈α|Ψ〉2| +� ���

〈α|Ψ〉 =
∫
dα′ρ(α′)η�α(α

′)Ψ(α′) = ρ(α)Ψ(α), ���!,�

�	������� 〈α1|α2〉 = δ(α1 − α2) �$� �	�
�$� ����|α〉 ��� ��� ����� #
�$�%�� ����-
�	�	�	&��'���� 〈α|Ψ〉 = ρ(α)Ψ(α) � +���	��� |〈α|Ψ〉2| = ρ2(α)|Ψ(α)|2� .����� �����
�	�
�$� ����� 
�
��

〈α1|α2〉 =
∫
dα′ρ(α′)η�α1

(α′)ηα2(α
′) = δ(α1 − δ2), ���!��

������

ηα =
δ(α1 − δ2)√

ρ(α)
���!/�

〈α|Ψ〉 =
√
ρ(α)Ψ(α) ���!0�

|〈α|Ψ〉2| = ρ(α)|Ψ(α)|2. ���!��

1� ��	
������� �2������ ��,�

α20 = β cos γ ���!!�

α22 =
1√
2
β sin γ ���!��

3	��� �	��� 〈β2〉 $�� ��� ���	�� �������� α20 � α22 	�� ��$��� � %�������� �	�����

〈β2〉 = 〈α2
20〉+ 2〈α2

22〉 ���!��

�	�������

〈β2〉 = 〈Ψ|(α2
20 + 2α2

22)|Ψ〉
= 〈ψ20ψ22|(α2

20 + 2α2
22)|ψ20ψ22〉

= 〈ψ20|α2
20|ψ20〉+ 2〈ψ22|α2

22|ψ22〉
= 〈α2

20〉+ 2〈α2
22〉 ����"�



��� �����������	 
	���� ��

� βdyn =
√

〈β2〉�
��� �����	
�� γ � �
����� �	
 ������	� ������������ � ����� �������

〈tanγ〉 =
√
2
α22

α20

������

��� ��
��  � � �	��	 � � �!���"�

〈cos γ〉 = 〈 α20√
α2
20 + 2α2

22

〉 ����#�

〈sin γ〉 = 〈
√
2α22√

α2
20 + 2α2

22

〉. ������

$������	 �� �%�����&��	 �α20, α22� ���� ��'� �����'������ �����	�� �����������	 �
� '� ����	 ���� ������ ���	�(� )�����*	 �+ ������  �� �������	 ��
������	 ����� �����
������ � ����� ���
	�(��	 � ��	����� 	
���	 ���	� ���	�(��	 �	�����������	, 
	� ��
�	�
 �'	���	 ��	��	��� ���� ����	��	��� ������ ���	�(� -������.* � ���
'	��� �������%��

$ ��
����	 /0102 �������� ��!� � ���� �	
 ������� ���	��� ��� �	3������� �����
���������4 �σ20, σ22��

σ20 ≡
√
〈α2

20〉 − 〈α20〉2 ����5�

σ22 ≡
√
〈α2

22〉 − 〈α22〉2. ����6�

$������
��� 
�
�� ��� ��������	��� ���'����	 � 
	���	� ������ � � 3�����'� ��
	����%��
$	�%� �������	 � ���� 	�	� �� ���	
����� ���	�� �� �����	
�!� ������4 ���� ��
���4�����4 3������ α � ����� �'� ������ �����

Tclass. =
1

2

∑
λ,μ

∑
λ′,μ′

Bαλμ;αλ′μ′ (α)α̇λμ α̇λ′μ′ , ����7�

 ���	 Bαλμ;αλ′μ′ (α) �	
 
	���	� ������+ �
!�� � ����� ���	�(���+ � ��	����� �����
����	��� �'	���	 ��
'������ ���
�� �����	��	� �
�������� 	���������	 � �����4 ���	��
(��� ���	�%��� �	������	 � ������������� ��	� /8��792

Birr = (2/15)MAR2
0, ����:�

���%����'��+ �	 �'���� �� ��
�%
 �����
$ 
��	�� ��# ����	������ �����%����	 ���
�(�� �����	
�� ����	 � ��������	 �����	�

��� �'	���	��	 	�	� �� ��������4 � ���	�� ;8��< �=<= � ��� �'	���� 	�	� �'	 ��� ��	������
-����	� ���������	 3������ ������
��	� �� �	�������������4 ���
!� 	�	� �� � 3������
���	 � �����	
�� �	3�������+ �� �
!�	 � �( 
��� ���
 �	
 ���������+ ����� �
������
�����	
�� �
����(�� Cα20 , Cα22 �

V2(α20, α22) ≈ V2(α
min
20 , αmin

22 )

+ 1
2
Cα20

(α20 − αmin
20 )2

+ 1
2
Cα22

(α22 − αmin
22 )2, ������

� �� �� 
�� ����	 � 	�	� �'	 
��� � ���������4 �	�����4

Evib;α20 =
√
Cα20/Birr;

Evib;α22 =
√
Cα22/Birr. ����9�
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 ������ �� ��������� ���������� ������������� � ��������� ����������
β, γ	 ����� ������ �� �������� �������� �������������� ������� ���� �� ��������������

������	 
��� ��������	
�� ��������� �
����� ����
����
�� ��
���������
� �� �������	

����������	 ���������� αλ0 ��� λ ≤ 12� ��� ���
�� ���� �������� ���
� ������
��� ��� ������
���� ���������� � 88 �! "���� �#����� �������$��
��	 α20 � α22 ����������
��	 �� �������

������
��	 ���	�� �$����!

�������� ������������� ��� �� ����������� �������� �� ������!	 "����� 46#� �
147$� ������ ��� ������������ � ������� �	�% ���� ��������� 88&� ��� � ������� ���'
������� ()��*�+ � 120)� ��� ������ 128,142,� ��������� �������� ����! �������������� ��
������������� �� �������� ����������������� -./�01
 2)���% 3������4 (&��*5+ ���
-.$- 21�6����% ������4	 )�� 7 �������� � #����� �	
 ����� ��������� ��� ��� �����
������  ����� (8/8+	

� �������� �	99 ���������� ���� V2(α
min
20 , αmin

22 )% ����� ���� �������� ����� ������'
��� ����6�� �������������% ������ ��� �� ���	 �	*:% �� ������;��� 2α20% α224 � ��������'
������� �� ������ ����������� ���������� � ��������� � ������������ ���������� �����
�� �� λ ≤ 12	 <���6������ ����� � ��������6� ������������� ����6�� �� ������;���
2β% γ4% ��� �� ���� ������� ��	 ��� ���� ��� "�����=�6�% � �6����� �� ����% �� ���'
����� -���>���6��� ���� ������������ �� �������� ������ �� α20 � α22	 ������������
������ �� Cx ≡ Cα20 ��� �������� ����� ����������� ������������ ����6�� 1-? ���
������ ����������� ���6��6� �����	 .������� �������� ������ ������������ ������ ��
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2/15MAR2

0 ��� R0 = r0A
1/3� r0 = 1.2 �� 	��� ������� 
������� �� ����� L = 0 �	���	�� ����

�	�	�� �	��� ������

������� Birr Evib,x Evib,y
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Cy ≡ Cα22 
 ������ ��� �!� "#���� �$���� $ %����&� �"��� �� '������ 
��


'($����� 
�� ��&� )�*��$�+, ������$���� ���#-�� $�.#��&� Evib;x,y "#���� �$����& $
 �.��� 
	 ��� �"��� L = 0 � �#�� ��� �����#�$��/ �"��($ �� '��
 
��
 0���$�+���  #���
%����&� Evib;x,y &��  ��� ��) &�� "#��.��- $�# �+�� $�"(!�������($ �� �$��+�� .� #(*��1� ��1�
 ���� "�#�)� #�) )���$�) Birr2 � (#� $  �) "#��.��*���� &�� �������*�� �� ��%�#)��&�
&1��#�


3�"#��� #��$�1������ #($����� 4�/#5���-�#� � #��)��� .1��1� %����&� %���$� � ���#-��
$!���� ��"�$����&1��� �������*1���) � ���) $�.#���&��)
 3#�� "�)��� #($��6 
��
)�*�� .�!� $�#���, ���"�#�&1� $�# �+�� ����)�����& ����$�& 7'��
 
��8 � �������$�&
7'��
 
��8 ��%�#)��&� �$��#�"���$�&


����*� ���$�*�,2 *� ���/������ �� $�# �+�� +#�����& �1� $ "#��.��*���� � �!� ��� �"��($
"#��� "#��&+���) 9���.�:�-� � �������&1� #���1�, $#�� �� $#�� �) $�# �+�� +#�����& ��%�#;
)��&� $ )�)����� -�� "#��&+��� ��1� �������2 �� ������� $�"!��������� ��1� "� ���&�!� ��
)�"��/ ���#-�� 7'��
 
��8 � �� �) �)���&������ $�"(!�������($ �� �$��+��


�� #�������/ 
�� � 
�� "������� #(*���� )�1���� "����&1� ��� #��� � � ������/ 7��!�8
� ����)������/ 7�$��#� �8 ��� 88��
 �� #(*���� "�����&� $�!�� <�� ���&� ��� �! � ��
�%�� �$��& ��%�#)��&� &1��#�
 '������ "#���� �$��&1� &�������+��� #��#�� ��� #�.��&� "#�$;
��"���.��6� $� 7���"�$��+�� ��� �! �8 "#�� "�)��� "����$��/ �#����
 4 � �� ������
#���� �&)�&1��2 #��#�� ±σ ��$��#�  ���� ��2 = ��%�#)��&� � ��"��#� ���/������ �������
&��� ±3σ �.�&)�&� ��2� = "#��"���($2 ��� �-� "#���� �$���� ��� �!� �.� "���&+���
 0.;
��#$�$��� &�� ������� "����#����� $  �#)����/ <�� ���&�  #(&����$��/2 $�#�*����/ "#���
��%�#)��&1� ᾱ22 � �$�1����� � ��1� ���"�#�&1� σ222 $ � ������ �� ��%�#)��&� �$��#�"���$�&
����$�& σ202 �%
 '��
 
��


'����)�&1�� ����*� "�$������,2 *� �.�������� $���$��$��� �� "�)��1� )� ���  �#;
)������/ <�� ���&� ��� �! ($ ��+, ��.#�� �� $�#��&1� ��� �! � %����&� ��������� -�-��;
 ������/ #�������($ ��"���$��/2 $���� #�/�$��� � �����/ ��+$����������/2 "#��� �� �1�
�*�$��� �� "#�&�� �$���� ��$��/ ��+$������6
 >�� ���$���� -1�� �+�� "����)($ &1��#�$��/
����*���/ �� ��%�#)��&� &1��#� ��� ��!� �� 1�� ��*��/ #( ?��� ��� )�*� ���-#�, ��*1� #��1� "#��
��� ���$���� ����& )� ��� )���)������&� 7)���)������&� ���#-�� �$�.����& � ��� "� ���;
&����&8
 ��# � "���#�+��,2 *� "#��&+��� 9���.��:-� ��� �!� ���$������� "�"#��� ��� �#"#�;
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	������� ��� ��	 �������� ��������	�� �	��� ���������� ��	���� �	�	��	� ��	��	
������������	��� � ��� ������	�� ����	��	 ����	�� ���� ��������	 ����	��� ������ 	��
 ��	��	�! 	���� ��! ���  ��� �� �������	����  ������! ������� ����� " ��������	
�����	�#��� �������� �	� �  ���������� ������	��$ ��������� ���� �	��� 	� ���	�	��
��	��� ��� �  ������� ������	�����$ ����� �� ��%��� �	�����	� �&���� �� ���� �� �	���
��% ����������$ %� � ��� ������ �	�	��	 ������� 
	������� ����  ��	��� ������ ���������
�� ���	� ������� �����	�#�� ���	 �� ���� �������� � ����	 ��  ���� ������ �������� 	��	
�	�� �� �� ������ ������������ �	� � �����������	����  ���	% � �������

��� �����	
��� �������� �������� �������

������������$ %� ��������	 �����	�#�� ���� �	�	��	 ���	��� ����	��� ������� ����	�	��	'
���! �	 �����	��� ��������  �������� �� ����� �����! ��� ���	�� ����������	 �� ����	��� $
����� �� ��������� �	��	 ��������� ��	��	$ ����� ���	�	 ����	��� �  ����%����! (����	��)
�	 �������� � (*������� 	��*)� +	�	��� ������� �����	�#�� ,���-./ �� ����  ��������'
����� � ��������	� ������� ������� ���� ��	��	$ ������� ���	 ������  ��� � ������� ��!
�	�	����� ��&���	��� �������� �� �	���! �	�0 α31$ α32$ α33 ��	� �	�	����� ������� ��!
 �%����! ������ �	 ������	� !���	���	���� ��!�

1������ 2�3 ���	����	  ��� �������������! ������� ���� �������� ��! �	 ��������
128Ba ���� ������ -- �$ ������	���� 	�� �� α40�

4	��%� �	� 	%��$ %� ���� 	 �����	������� �������� 	 ���� ��	��  �����	�	 ����� ����'
��� � �	�	����� ��&���	��� �������� ��$ �� ���	��	$ %� ���	 	��� �	�	����� ����'
��� ��! ���  ��� 	 ��	���	�� �	 ����%	��� �������� 
���� ������� ������� ���� ����	���� 	��
��	 α30 = 0 (1��� 2�3) ��  ����� ������� � 3 5�6  ��	�	 ���	�� ��&���	��� �������� �� 	%
�� α30 = 0.2$ �����	� ���  ������	���! �������	�! α3μ ���  ����� ���� ��	����� �������$
����������� ��	 μ = 2 � μ = 3� 7��	��	 ��$ %� �����	���	 ���	�	 ������� ��! �	�	����� 
��&���	��� �������� �� � 	��� ��� ������	  	����� ������� �	��� ���� ��	��	 ������	���� 	
������� ������	��  ��� �	��� ������� �	 �	��� ��������

4	������� �������$ 1��� 2�8$ �������	 �	 ���� �	��� ������� ������	���� 	��� �� α40

(��	 �) � �� α40, α41, α42, α43, α44 (�� �) ��	 ��&���	��� �������� �� ���� �� (���	) � ��'
&���	��� ����	!���	���� (���)� 9��	��� �����	���	��� �� ������� ��! ��&���	��	�! !��'
�	���	���� ��! ��� ������	 �� �����!�� �������$ ����%	  ��	 ���� ��������  ������� �
:;�<;. �� :;�<82 5�6 ��	�  ��� 	 �	 ���	���  �������� �	����� �	 �������������� � 2�;=;
�� 2�2>8 5�6$ 	�� �	�  ��	�  ������� 	���! �����	��	�!$ ��%���� ��	 �����	����
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�
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���������� � 	������ �����	 ��������� � 
���	���������� � ��� 	�������� �	��
��
�������� ��
����� ���� ����� ���	��� ���	�
������� �������� � ���	� !�!"# ���	���
�������������� ��$��� ����	������ ��������� �� �
���$�� ����	�� %�	����	� ���� �������
�����	�������� ��$�� �	������� ��$� ����
����� �	�� ��$������� �� ���	��� ���	�
������
�������� � ������ �&���	� '���(") �	�� ���	��� ����	������ ��
� ������� �� ���
���� ����	�*
W0 = −C0exp(−W |I|/C0)� ����� ���
��� I = (N − Z)/A � 
��$� ����
���* C0 = 10 ��+ �
W = 42 ��+ ��� ��� �� ��$� ���	��������� � '���##)� ,��
�� �	��� ����� ���* '���#()
� '���(#) ��������$�� �� ����� ��������� ��
� ��	��� ��	�
������ � ���	��������� ��
��	������- ������� ������	������ �� �������$� �� ���
�� ���
 �	���
� 	��
���������� �

���������� �	��
.�	����� � ����	� ����� /����� ���� ������ ���	���� ����	������0 �� ����	�
��	��� ����� ���	��� ����	������ ��� �	��� 	���	������� ������� ��- ���������� 1�
�	��������� ������� ������	����� ���� 
��
���� �	������� �	������� ����� �	��
�$���
.	�������� /�����	 ��	��0 �� �	������� 
������ 2��	����� 
��� �	���������� � ���$���������

��� ����	��� ��������� ������� 
������� ��������� ��������������� �� ���������� 
��� ���	���
����	�������

%	��� ��� ���	���� ����	������ /������ ��� ���	���� �����	�0 � ��$���� A0� ��������� ��
��.�	����� 
�
���� ��$� ��� ������������ � �	������� ������ ���	�
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�� ��������	
�� �
����� ���� ��� 128Ba 
� ���������
�� (α20, α30) ������� �

(α20, α32) ����� ���
���������
� �� α40 ������� � α40, α41, α42, α43, α44 �������

����� ���	�
 ��� �
�� ������� ������ � �������� ������ 
�������� �� ������
��!�������������" � �����������" ��!�#�� $����� �� ��!����������% !�� $��
� ������&
!	'����( ) ������
�	 �
��	 �*�% ��+� A0 ��� ��!����	'� � ��� �� ��
	% ,�$� �
�����
��-( .�����!� ��+� ����	���'� ����,� 	����,��- 
 �!���+�	 '��
����% ����
���� ��� �� ���������' ���	+�% '�� � ����,� ��$�-( ���� �������� ������������
������ $�- 	����,���� 
 ������	 !��'��% ������ 
���- / 
�� '��
�� � !����� �
!��&
����% �
��� ��� �� !��'�� � ����#- 0 � �	����� ���������( 1��'��� ���	����� '�!�
����
	��'� ��!�#�� $������ �� ��!����������% �
�, �	��� !�
+�� ������� ���	
� ���'&

	'� !��� $��!� �	���	 ��������� ��������	 ���	
� 
�� '��
�� #��
����!���" �2�343/2��
��� � ������
�	 !�!��� � ����,���" �/2�34300��% �!���+�� � �	����� !�
+��� ����
$�- $��
� ��+ �������,�� � ��!���������� ��!����	'� � �!���+� �  ��
����' !��'��(

*����� +�� 
�!�	!'� �������� ������������ ������� ����	���'� �!��+� ����
!��&
���� � �565�( 7+ ���� '�' ��+,����� '�!� $!�����'�% ,� ������ !��'�� ����,� ����&
������� ���!� �����'������ 
 ���
�	����� ��������	 
�8����'� α20 � 
����
� 
�	��� ����
��� 
 ��!� '��
��( ��!	��� �(9 ����
!����� ���	�'�� �������� !��'��
� 8	���'� ��
+	,����% ��������� ���� �����������'� ������� ��+�����' '��
�� � ��+��
��!����� �������� � 
�8����'� �λ = 2−12� 
�� ��!���������" ���� � *� � ��% ������"
��!�������������(

) $���������" ����'���% ,� �����: '�
�!���� r0;/(0 8� ��� ����� 
�� ��������
!��'�� ����'!��� ��, Rneck;/(< 8� ����� ��!�����- ���������% �
�, '�!� � ��������
����' ��, #��
���� '�
��� �	����	( ��� ������" '��
�� 
����
� � ����'!���	 ��&
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��� �� �������������� ������

ECong.(N,Z;α)
df
= W0(Z,N) · Fneck(α20),  !�"#

$	���

Fneck(α20) = 1 + 1
2
{1 + tanh [(α20 − α0

20)/aneck]} .  !�%#

���� ���� ����� &�$����' (&�$)*+' ��������� ���� W0' ���� ����� ���������������� ���
� (,��-.+' �� �������

W0(Z,N) = −C0 exp(−W |I|/C0),  !�)#

$	��� I ≡ (N −Z)/A � C0 = 10 ,�/ ���� W = 42 ,�/� ��
����� ���������$� ���������
	��������� ���	����
���� �	 ���� ���	�� A ���� ������	���� ������� ������� 
������� ���

�����' α0

20 → α0
20(A) $	����

α0
20(A) = αmin.

20 +
(αmax.

20 − αmin.
20 )

(Amax. − Amin.)
· (A− Amin.),  !�!#
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���� ����	�
��� ���������
 �� 
�	���	�� ������ ������� 	��� �����
� ����������� ��

αmin.
20 = 1.5, Amin. = 70; �����

αmax.
20 = 3.5, Amax. = 220. ��� �

���� ���� 70,76!� �� 	�� �������	�� 	�	����� "���� �	����
��� ��#
���������� ������� ��
���	���������� � 220$� ���� ��#���� ��	��� ��	�
�"�� "���� �� ������� 	�� ����������

% ��� ����� �"��������� 	��� �� ���� ������ � ��	��& '()�*� ��� ���� 	���
����� ��+
����� 
�����
� ���������� 
������� ����� ��� �
��& �����	���& ������� ��� ��� �������� �� 

������ ��)� % ,-.-/ ������#����� �� ����"�� ���"������ ������� ����"��� ������������ �������

������� 	
�� ���������	 �
������ ����	� ��� ��	�	�� ����	�� ������
 ����	������ �������
	���	�
�	�����	 ���� ! �	"	�	���	 �� ���
��#�� �$	" ! �
���� ��� %&' �	� 	�	���� ������	����
���� � 	�	����� ������	���� �������������� ���	� (
	��� � )�����	���	�� �*� (�+&� ! ,(
	-./� 0�+
�����	 ���
 ������
 ���	���������� �
���� ����
���	 ���
 ��#�1	���! 1	 ��
���� ����
��� ��
���
�
����� aneck = 0.5, 1.0 � 2�3 � �4��	�� ���5���� � ����
 ,676/ �

0���	 12� $�3 0� 4� 4� 5�+!� α0
20 A+���������

aneck → *�� )�* )��
70!� 67�� ,8��**/ �*� )9 �6�66: 69�7:6 �*�676 �)�9;�
76!� ���� ,8��**/ ���6;6 �7� ;� �6�7�� ���*9� � �* 9
75<� �)�* ,=��7)/ �;� *6 �:�* ; �;�) 7 �6��)* ����77
905� �;�* ,>��77/ �*�97* ����)7 �*�77� �;�6*9 �6�6�7
985� � �* ,>��77/ ����:) �*� �) � ��7� �:���6 �9�)6;
173? ;7�* ,5��:;/ ;9�:*: ;�� 6� ;:��66 ; �:7: ; � ) 
228$�  �6 ,5��:;/  �;*�  �*)6  �;*�  �)9  �);*

	����"����� ��� �	������
 ��	����������& 	������� 5����� �����	����
� 	�� ����	�� ��
���
�� �	����
���� ����"�� ������ "�������& � ���������&� "���� ������ �	����
�@ �� ��������
	��� ���������� ���� ������ ������� �� ���	���������� ������ �� ��	� ������ ����� ����
�������& �����
�#����& ��	�������������& ���
��� �� �� ������� ������ �"���������&�
����� �	������
 ���& ������� ������#�� � ������ �����
����& ����	��� ��� ��� �
����

γ� 1���"�� ���"������� ����� ������ �������� � ����� 5�A 
 ������ 	�����
��� 
���
�
��� �� 	��� ��������� ������� �� ��� �3���� ����� �� ������ �� �	����� ������� ��
����
����	������� ����������� ��
����"�� 
�	���#�� ������� ��� ��� �� �������� �� $�	� ����
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e)

No Cong.
Cong.

������	 
�
� ��������� 	
���� 
 ������������� ������
� � ����� �������
�� � 	�� �����
���
���� �����
 ������ ���������� ���� ���� ����� �������
 ������ �� 
neck = 0.5� �������
�
� � ! "



��� �����	
� ������	
� � ����� 
����� ���

��� �����	
� ������	
� � ����� 
�����

������ � �	
����	���� ������� �	���������� ��	���� ���������� ���	����� �	���
������� � � 	�!"#$ 
��� ������	���� ���� ����
� � ������ �	��	��� ��� ����� �	�����
��������	%�$ �	����� �������	�	��  ����������� ������	%� � ������ �������� ������&
'������� ���	��� ���������� ��	���� ���	��������  	�	�	 ������������ ��� �������������
����	%� ���������� ���	����� �� �	 λ = 18&

(������� �� ���� ����
 �	���������� �� ����������� (β, γ)  ��	������ ����� ����)

�������
	 ���� �� ���	���� ����$ �	���� ��������$ �� � �	����� 
�� �����	 	���
��
������� ��	���� ���� �����%�� ���	�*�
	 ��� ���	+��� ) ������� ������ ����� �	�� ��� ��������
 �	�� �	��	��� ��� ������$ ����� �	 ��	��� ���� �������� �	 �	���������� ������& ,�
������ ����
 � ������ (β, γ) -��&. /��& 0&12 �� �	��� ������ 	���%�� ��� ������ ��� �	�)
�	��� ��� ���� ���� ���
�����$ ���� ��	����� ������ ������ � ������� �����������
	
�	����������$ ��� ��� ���
����� ������ ���� ����� ���� 3 ������� ������������ �	�)
���������& 4�� �	 ��������$ ������ ���	��� ���� ����
 ����	���� �� ������������
(α20, α30) -���� ��� ��&. /��& 0&!2&

5���� ����
������� ������	�� ��� �����	��� ���	����� α30 	������$ �� �����	
������ ������	���	 �������� ������������ ���� ������ �������	���	 �����%�� (	����6*
	&
(��������	�	 ����� ����	 ��������	�� ���� ����
 ��� 1427�$ ����� ���� ������������ ��
��
����� �� �	���	%� ��	����� ��
	 ������ ���� ���	��� ������ 	���
�������� ����� 899 �

�5��89#& /������ 0&! �	������ ����
� ���� ������� ������ �� ����������� -α20)α302& :�)
���	�	�� ���	������ ����	��
	�� α30 ���� ���������� ������������ ��� ����� I < 88$
��� �����	 ������� ��� �������� �����$ �	 	������ ���	�� ������� ���	��� ���� ����
	������ ����� �������� ���� (	����6*
	& /������ 0&; �	������ ��� �������� ��� ����	%�
�	�����
������ ���������� ���	����� ���� �� ���	���� ���� � ����� ����
 ����
������ �� �����& <�	����� ��������� ����	��
	���� ���� �	������ �	����� ����	%�
�	�����
������ ���������� ���	����� �� /��& 0&;& ' �����
���	%� �� �	 I = 65 �$ �����)
���� ����	��
� -�	 ������ ����	%� ���������� 	�������� ���� ��������� ������ ��)
�	����$ ��� ����������2$ 	��	���� ��������	� ����	�	�	%� γ = 60◦& =� ����	%� ����
����������������� ��� ���������
	 	�	�	����������� ����	��	����
	 ���� ���� 	�����$
�	�������
	 �	��� 	� ������& (	����� I = 65 �$ �����	 ������	�� ������ ���������
���	�*�
	 ���� ������� ��� ����	�	��$ � ��
	 ��������� ������� ��� ����� � �����)
�� 65 < I < 85 �& (	����� I = 85 � �������� ��������� ���	����� ������������
������� ���������� 	�
����� �	���  �����	 �	���
� 	���	�	)�������������� ����� ������)
��� (	����6*
	 ���$ ��� �	 ���� �	������ �� /��& 0&>&



��� � �������	
 ���
��� ��	��
�����

15

18

18
18

21

21

9

12

12
15

15
18

3

6

9

9

12

12
15

3

6

6
9

9
12

3

3
6

6

6
9

3

3

3
6

9

-0.4

0.0

0.4

0.8

1.2

1.6

0.0 0.7 1.4 2.1 2.8 3.5
-0.4

0.0

0.4

0.8

1.2

1.6

0.0 0.7 1.4 2.1 2.8 3.5 0.0 0.7 1.4 2.1 2.8 3.5

Ba86Ba142
 56

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

E [MeV]

β2 cos(γ+30°) β2 cos(γ+30°) β2 cos(γ+30°)

β 2
si

n(
γ+

30
°)

β 2
si

n(
γ+

30
°)

I=70; E= 41.2 I=76; E= 47.9 I=82; E= 53.9

I=88; E= 59.2 I=94; E= 64.0 I=100; E= 68.3
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���� ����
��� !"� !#� $%� $$� &' � ("" �) ����*� +���+
���
��� �� �
�
+�,�
�� ��-��+
��� �α40�
α60�. �
�
+�,��+ ������������ ���, ,/,
� γ� 
 *�
������� ���-��+��
�� �0
��� ,��/ ���
,� ��,/�0
��
��*1� ������ ��� ��+�,��� ������
�
 γ = +60o �������
� ���
,��
 ���. 2�/�,�
��
 ���0�,
 � 342225.

���������	
��	�� ��	�� ����
��	�� ���
��
�� �����
���	�� �� �������� 	� �����
�� ���� ��� ������ ������ �����
��� �������� ������
�� ����������	�� 
���� ���
����
����� ��������� ���	�� �����
���� �������� ������ �����
� ���� �� �����
�� ���	�� !��
��
���� "�	� � 	�����	�� #!$ ����		� ��� ������� ��"�����	
���	� � �����	�	��
� "�	� ��� #!$ ����������� � �������	�� ���
��
�� �����
� %����� �������� &�'(�
)		�� ���	���� ���� ��� ������	�� �	����� ���� *� �+�

,���	� ���
��
�  ����� ���� �� �����
�� ���	� ��� �
���������	� �� ��������� ���� ����
�������	���  ������ � ������ � �����	 �����
 ����	
� �������	�*�� -�����	��� ���	
��
� �����  ����� ���	� �������  ��� I = J (α) · ω� ����� J ��	��� �"��
��	� ����	

�������	�*� � ω� ����
�*� ��
� �� .���� � ����� �� ���� ���	�� ���
�*��� ���	�� ������
 ��� �����
 ��������� 
�� ���� ����	�� ����	
� �������	�*�� �� ω(I) < ω(I − 2)
���� ������*� ���
��� ����
� ���� � ������
 ���	���� /�	 ����	��� ���	� �������� ����	

�
������  ��
 ������	� 	� $��� &�0 � &�11� ,����	�*� �	����� �� ���	�� EI = �
2I(I +

1)/2J (α)� ������� 	� �������	�� �	����� ���� *�� Eγ[I → (I − 2)]� ����	�
������ 	�
����	��� I�2���ω ��� 142Ba %$��� &�0� ����( ������ � ���� ���	� '3 � �����	� ������	��
 �� 	� ����	�� ��� ���� *�� 4����5���� �� �����
�� ���	� ����
�*� ��
� � ����	� ������
#�� �������� ���� �� ������� ���� *�� ���	��65�� %I ≈ 90 �( ���	� ��������� �� ���	
�����
� ���� ����
��	�� 	�� ����	��	� ����
�*� ��
� �� /� �	� �� � ������ � ����	� 
�����	�*� ���	��� �	����� ����� �+ %$��� &�0� �����(� �	����� �����
� � &33 ��7 ���
	����� ���	�� �� +�8 9�7 ���� I = 70 �� ����� ����
��	�� ���� � �� �� :33 ��7 �� ���	�
I = 90 � ����	� ��� ������ I = 90 �� ��� ������� ���	��65��� 
� �	����� �����
� �
�
����
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I=70; E= 42.4 I=76; E= 48.4 I=82; E= 54.1

I=88; E= 59.2 I=94; E= 62.3 I=100; E= 65.1

������	 
�� ��������� �	�
����	� �	�������
�� �
���� ��� 
� ���������
�� �α20�α30�� ����	
�
��� ���
��  �!��� ��! "��# $#% ��� ���� &�
�&�������� �	 ������ ��� � 
�������� ��� ����&� ����
��'	�&���� �α40� α50� α60� α70 �
� α80�# (�)� ����� ���*� � � +,(((-#

��� �����	 
��
	���������� Bf > 8���� �
��� 
�����	��� �� �
��������� �������

���
������ ����� ������ ������ ������� �����
	����� ��� �����
��	� ��� 3 < Bf < 8���
��
��� 	����
	���� �
������� � �
������������� 

! ��� �
����"���� �
����� #�� 152$� ���� ������ 
 ������������ �#�
������� �
��������
������ ��
�
��	 � �����
��	 � ������ �����
 ������� ����������� ��� ������ ����������%
�������� �
 ��
������ 142$� � ������ ����� 	 �
������ ������ 	������ �
���	� &������ ' ()
�
������ ������
"� 	���
"�� ���������	 ��*
������ ��� ����
 
� ����� ��� ��� 
� ������ ���%
��
��	 !��� �� 	��
���� ������ �����
��	� �
"��� ��������� ����� ���� ������ ������
������� �� �
������������ +���
���"��� ������ �����	� 	 ������ ��������� �����"��� +�%
�
��,�#
� ����� ������	� ��� �
 	������� �����	 �
��� ���	����� �� �����	 ���������	
��*
������ 
��
	���������� ��������� ���
	�� �
���	��� 
� λ = 3 � 	�����#
 �����
������������� λ �����
	���� ���� ��
���
	��� � �����	�� ���������� ������
�� 
 λ = 4 �
	�������� ��� �
 �
������ &�� ' () 

!���
 �
����"���� �� #��	�� �*��� ������
	����� �����"� ���� 
������ ����� ���������
�����
	�- λ = 3 � . 

/�#�������� ���������	�
 ���� �������
	��� �� &�� ' (( ��� ��
�
��	 116,128,142,152$�
�
����� 	����"����� ������
"�� ����
	�� �����
"�� �
����� 0��	�1 � ��	�
	����#
 
���� 	
��������� �	�����
�
	�� ����#�� �����"� #���� Eγ[I → (I − 2)] 2� ���� 0���	�1 3����
454 
�������� �
����� ������ ���� ������ ������� �� �
������������ 
���#� 	���
"� Bf =
3��� 

6� ������� �
������ ���������� ������� ������ �����"����� +��
��,�#
 � 7
�����8,#
 
9 ��� ���� �����"��� +��
��,�#
 �
���� ���	����
"�� ������ ���� #��� ���� ������ ��
%
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��������� 
��������� β� � α30�α80 � ���!� ��������� 
��������� �����"����� γ �
�#!$ γ = 0o

�
�����
� �"���#��� ��������� � γ = 60o �� 
�������� ���
�������� ���� �%����& '��"������
������ � ()'''*&

������ ���	
	�����
� ��� 
� ��������� ��	���
�� ��	�	 ��	����� ����������� �� ��	� ��	����

�� ����
������ ����������
� ��� ����� ������ ������  
� !���	�� ����	��� ����" � ������
!�	�������
� � 	���� � ������� ��	���# $% !���	�� ������
	��� �����& '�	����� ��� !�����
��������� � ������� 	������ ���� ��	���� �	����&

������ (���� ��	�!���# ����� ����� ��������� α10 �� ��	�
��� ������� ���������

	���� ��	� �	��������
�� ������
� ������ ���� ��	���������� ���� �����
	������ ��	���
�� ��	�	��	���� !�	� ��	������& (��� ���# �� 	��
	���� ��	� ��	�����
� ���������
��
!���	� ���������
� 
� !��� !����� �� �������
�� )'��*%+ ��	� ����
� �!�
	�, ����
����������������������
� �� �������������
� ������
� ���������� ��-����
��&

��� ����� �	
	���	���	

. ��	������ ��	���
�� /�
�!������ ��	�� ��	����� ������ 	�������� ���� 	� �����	
	���
�
 �!���"� ����	�	 ���������� �� ���������
�� ������
	��� �������	�
�� ������� �� �������
���
� α40� α60� α80 �� � ��	������ ��	���# ����
������� ��	�� ����
	 ��������� � ����	
	�0�
��� ��!�
����� ������ �������� ���� -��������� ���� �	����� ����� �� ���� ���������#
���� ���� �������� �	��� ����������
� ����	�!��
� �� �	������� ���!���
� �������&

. ������� )121+ ��	���������� ����� �!
���
�� !�	� ���������� ��-����
��� �� �����
�
�������	����� ��������& 3���� ����	���� �� �� ������ ����������
�
�  L = 0 �"� �������
� ����
� ����� ������������ ���� ������
	��� ���
	��� �� �
	!�� ���������� !����
� ��
�������	�
��� ���� ������	��������	�� ��������
	��� !���	�� ��	���� ��� ���!���	� �-��	�&
4������ ���� ���������� ���������� �� ������	� !�	� ���������� ��-����
�� ���� �������&
5������ 6&*% ��	��������� � -����� ���!�	������� ����	�	 �����
�� �����
� -���
�� �����
��
�� 	����� ������� � ����
� ������ ����������� ��	� 	��������� �� ������� ��������
	����� ���� �� ���������
� α22� α30� α40�α50� α60� α70� α80  λmax = 8"� ���	 ��������� ��
α90� α100  λmax = 10" � ��� ���� �� �� ��	������� ��	�� ���� �������	�
�� �� ����������
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�� ������� �������� 	�
� 
�� 142���
�
����
��	��� �������� �������� ��������� 
��������� � ����  �!� "��������� ���	��� � #$"""%�

����������� 	�
������ �λmax = 16�� ��� ����� ��������� ��������� ���� ����������
������	�� ������� ���� �������� � 	�
������ ������ �	 ���� ���	��  	�� ������ ���!
��� � ��������� ���������� �� 	�
��������� � ����������"���� �� 	� λmax = 10�
��	���� �	� � ������	�� ������� ���	�� �������� λmax = 12  ������

# ������	�� ������ � ������������ ����� 	������� ��$��� ������� ���� ������� �
	�
������ �� ������� �������� 	�� 	����� ���� ���� �� ��� ������ ������ ���	
 �%��� &�'(�
 �� ������� � ������ ��	$����� )������ � ��� ���� �������"� ���� � 	�����������
������"� ����� �� ������������ ���� �� ������� � ������ ����������

*���� ����	������� � �������� �������+ ��������� ��� ��$�� �� �����, �����
 �����$� ��������� ���	����� �� 	�	����� 	�
������ � �������� ����������"����
���� ����������� ���������� �������� � 	�
������� �� �� ���� ��� ���������� %�!
����� &�'& �������� ��������� ���	�� �� �$������-�� �β� γ�� ��������� 	�� �������� �
�����	������� � ��������� ����� 	�� ��������� 	�
������ ���	��������� α20�

*����� ��������� �� ��� ����� � ������� ������������ ����$�� �������� ���� ����
��	�� ��������������� ��� ��	��� �������� 
�������� ����� ����������� �$�����
������� ���	����� ���� ��� ���������� ������ 
������� � � ��������� ������	�����
������"� ����� ���	������ # ��������� ����� 	���	������� ����� ����� �	������ �		��!
$����� 	��!  �� �!��$��� � ���������� ������� ����������� ���� � �� �� �����
����� ��	����� � ������ �	���� �������"� ����������� ��,������ ���� �� ����
��� ����	���� �������������� ����������� �������"� ��	��� ��� ���������� �� �	
��� 	��������������� ��$��� ������� ���� �� ��������� �����  ��$�	� ������������ �
��� ���������

)���� � �����$�� ���	�� ��� ��� �������� �� ��� �� ����� ���������� �����$�
�%��� &�'.� � ���� ������ ����� ����������� � ����������� �� ��������� �������
����������� 	�
������ �� 	� λ  ������ ����� ���� ��������� �� 	�	�������� 	� ��
����������� λ ���� %��λ�!%��λ + 2�� % ���� � ������� ����� ��� ������� �� /�'0
������� ���	�� �
��������� R0� 1������ �����, ����� 	���	��� � ������� ���������
���	�� ��� ����� � ���� �	�� ��,����� �������� ��"� ��	$� �� ���� �	����� �� ��� ����
	��� ��� �����"�� �� ����� �������� ������������ ���� �����$� �� ������ �������� �
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 ����� ���������	�� ����!	���� ���	���
 �� �	��"�� "���� #$ %� ���	� &'$ � ���	� &(�
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�
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��� ���$��� �%���%��������� �� ����
%���� αλ0
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�������� �����
��!� ���
��!� ����
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������� 
�
�	�	 ��������� ����������� �� 	������ ��	���� 
�	�� ���� A�����B���� 
�	������
�� ����������� 
�	�
��	�	����� )� ��)� ������
���7 ���)� ������� �������� ��������� �	���

�	�� ��� (���������� �	�� ���	 	� �	������ �
���� ����� 	 ��	����� 
������ ��)� ���7 ����
����
����� 	�����������

/�� ����� 
�	������� �	���� ����� � ���� 	����	����� ���	��� ����� 
������! �� 
�	��,
 ��� (������CB�� � �����	� ��� �����
���! � ���
���������� @����� ���	����� �� �	�,
��
�� ���� � ���� 
�	� 	���)����� )� ����� ���� ����� ��������� ������	��� ���	��� ����
�������	������ �������������� )� � ����� 65:� �	����� ������� ������������ 	������������
����� ������ 	���)�� �� � ��������� ������ <�
��
�������� ����� ����� ��������� �����

�	������ �� �����	���� ������ �� ������ �� ��	�	�	�
����� �� ����� ������!� �� 
�	����
����	�7� )� ���� �� � ������ �
������� 
��� ��� 
�	� ����������� �����	�� �� �����!
����� � D$E1E>F$�

:�)�� �������� ���	��� ���� ���)� �����	���� !����������� ������������ ���������,
���� � ������ ������� ������	���! 
�	� 
�	�� ��� A�����B��� ���	 ���������������
G �� 
�	�� ��� (������CB��� "����	���� ������	�� ��������� �����
����� ������ �
���������� � ���)� ������	�� ��������� ����
������ ���	 	 ��! ��
������� � 
�����	�
������ 	������ �
����������� (�	������ ��� �� ��	�	��	���� ���	��� �
����� �	�� 
������



���������	
� 
 ���������� ���

���� �����	
�� ���
����� � ������� �������
� ������ � ����� � ��������� �������
������ ����� ���������� ������
�� ������� �����	
��� ��
������� � ���
������ 

��	�� 
����� � ������ ������ ����
���
� �!���	
� ������ � ����� ����������� 
��
��� ���������
�
� ����
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�� �� ������ �� ���� ���"
���� �� �������� � ��#
�������� ��
���� ����������
� ������ $������ ��� ������ ���� ������� ����% ����#
��� ����!������� �����!���� 
�� ��� �����% ������ 
��!�
� � �����
�� γ &����� ������

�!������
� �!���� ������ ���������� �� ������ �����	% '()*+ � ������
� ����������
�
� ������������
�� � ����� �� ��������� ���
� ����! ������ ����
� ���� ,������
��
��!�� � ��� 
��� ������ ���	
������������ ����������
� ��������� ��������� ��-����
��
����������
� � ����� ������������
�. ������ � ��������#�������
��
� 

��	�� 
����� � ������ ������ �����
��
� /�����
�� �����!��� �� �����!��� ���������%
������� ��������� ������ ������� ���� ����������� 0������ ������� ���� �����������
����
��" ��� 
���� ������
� ���������� � ����������� ������ ���������
�� ������ ���#
����� 

$��� ������� ���!���� � ������������� ������ &
��1������ � �����������
���������� ,������ �� ������ �� ������ �����
�� ������������
� � �����
�� γ 2���
������� � ��� 
��� ���% ��� ������ 
�!������
� ��� ������ �����
���� � ���
���% � .
������� ����" ������
�� 
�� ��� ��������% �!���	
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2�� ��������� �� ���!� �� ���� ������% ��� 
������� 4����� ������ �������� �����!��� ������
��������� ���� �
� !����� 5���	% � ����
��" ������������
� ����� �����!� �����������
�������������� (� �����	
�� �����!��� ��
�������+� � 
���	% ���� 
���� � ����4��
���
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�� ���
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�� ������� ������
��
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 ����
��

(1− z2)
d2w

dz2
− 2z

dw

dz
+ [ν(ν + 1)− μ2

1− z2
]w = 0, ���� 

!���� z = cos θ � w = Pλμ(cos θ) "�#�$%&� ������ ������ �
���
� �
���	��� �'����	� �
����
� '(	�)� ����
������	�� ��!�	����
�

Yλμ(θ, φ) = NλμPλμ(cos θ)Φμ(φ) ���* 

Φμ(φ) = eiμφ ���+ 

Nλμ = (−1)μ[
2λ+ 1

2
· (λ− μ)!

(λ+ μ)!
]1/2 ; μ > 0 ���% 

Nλμ = (−1)2μ[
2λ+ 1

2
· (λ− |μ|)!
(λ+ |μ|)! ]

1/2 ; μ < 0. ���, 

-���� ���. ��

Pλ−|μ|(cos θ) = (−1)μ
(λ− |μ|)!
(λ+ |μ|)!Pλμ(cos θ). ���$ 

/
� ���� ���
�
)�
 �� �	'���
)� ������
��
��
 μ > 0�

Yλμ(θ, φ) = (−1)μ

√
2λ+ 1

4π
· (λ− μ)!

(λ+ μ)!
Pλμ(θ)e

iμφ, ���0 

��
 μ < 0�

Y �
λμ(θ, φ) = (−1)μ

√
2λ+ 1

4π
· (λ− μ)!

(λ+ μ)!
Pλμ(θ)e

−iμφ

= (−1)μ

√
2λ+ 1

4π
· (λ− μ)!

(λ+ μ)!
(−1)−μ (λ+ μ)!

(λ− μ)!
Pλ,−μ(θ)e

−iμφ

=

√
2λ+ 1

4π
· (λ+ μ)!

(λ− μ)!
Pλ,−μ(θ)e

−iμφ

= (−1)μYλ,−μ(θ, φ). ���1 



��� �������

� ��������	
 ������� ������� �� ������� ��	����� 
������� �����	���	
 �������� ���� ��
�������� ��	����� ����	�� ����������� ����� ��� ������ �������� �������	����!

(1− x2)P ′
λμ(x) = −λxPλμ(x) + (λ+ μ)Pλ−1,μ(x)√

1− x2Pλμ+1(x) = (λ− μ)xPλμ(x)− (λ+ μ)Pλ−1,μ(x)

Pλ0(x) = Pλ(x) "#$%&

P0(x) = 1; P0(x) = x, "#$'(&

����� P ′
λμ(x) =

dPλμ

dx
� � Pλ(x) ��� �� ���������� ����������� x = cos θ$ )����� ����	��*

����	�� �������� ��� ��������� μ > 0 �����	 �������� �������� � ���������� ����������
Pλ(x)$ +���	��� ����� ��	
���� �� x = cos θ ����	�� �������������	
 ����������!

P ′
λμ(x) =

dPλμ

dx
"#$''&

(1− x2)P ′
λμ(x) = (1− cos2 θ)

dPλμ

d(cos θ)
= sin2 θ

dPλμ

d(cos θ)

= − sin θ
dPλμ

d(cos θ)

d(cos θ)

dθ
= − sin θ

dPλμ

dθ

= −λ cos θPλμ(cos θ) + (λ+ μ)Pλ−1,μ(cos θ). "#$',&

������	������ �� �������� ����� �� θ!

d

dθ
(− sin θ

dPλμ

dθ
) =

d

dθ
(−λ cos θPλμ(cos θ) + (λ+ μ)Pλ−1,μ(cos θ)) "#$'-&

− cos θ
dPλμ

dθ
− sin θ

d2Pλμ

dθ2
= λ sin θPλμ(cos θ)− λ cos θ

dPλμ

dθ
+ (λ+ μ)

d

dθ
(Pλ−1,μ(cos θ))

− sin θ
d2Pλμ

dθ2
= cos θ

dPλμ

dθ
(1− λ) + λ sin θPλμ(cos θ)

+(λ+ μ)
d

dθ
(Pλ−1,μ(cos θ))

d2Pλμ

dθ2
=

1

− sin θ
[(1− λ) cos θ

dPλμ

dθ
+ (λ+ μ)

dPλ−1,μ(cos θ)

dθ
+λ sin θPλμ(cos θ)]. "#$'.&

/� ����� ��������� 	� ��������� � ���� ������ ������ ����������* ����	�� �������� ��
� ������ � ��������� ������ ��	��* �������	�� ������ �������� ����� ���������	�� 
�������
�����	���	
 �� ��������� ������$
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��� �����	
� ������	�����

����� ��� 	�����
����� ���	��� ��	��� �����	�� ������	���

Yλμ(θ, φ) = (−1)μ

√
2λ+ 1

4π
· (λ− μ)!

(λ+ μ)!
Pλμ(θ)e

iμφ ������

Yλμ(θ, φ) ∼ Pλμ(θ)e
iμφ = Pλμ(θ)(cosμφ+ i sinμφ) ������

Re(Yλμ) = Pλμ(θ) cosμφ ; Im(Yλμ) = Pλμ(θ) sinμφ. ���� �

• ������� �	 
������ ��������� ����������� ���

!���	�� �������� "#$����� 
%������	� &'( �� R(θ, φ) = R(θ,−φ) � ��	���) ��
αλμ ��
�"�������� �%�	�� 
��
����	�$	�� �� sinμφ ���� �	���* ��$� Im(αλμ) =
0� !�	��� �� � �����) �� ��	��� sinμφ ���� 	��
������� � ����	�� �	�� �%�	+" 
��,

����	�$	�� �� 	���� ! ��	 �
��+- ��������� ��$�� ���.* �����"����� " �+"	�	���

RΣ(θ, φ) = R0c(β)[1 +
λmax∑
λ=0

(αλ0Yλ0(θ, φ)) + 2
λmax∑
λ=0

λ∑
μ=1

Re(αλμ)Re(Yλμ)

+2
λmax∑
λ=0

λ∑
μ=1

Im(αλμ)Im(Yλμ) ����/�

• ������� ��	 
������ ��������� ����������� ���

!���	�� �������� "�#$����� 
%������	� 01( �� R(θ, π
2
− φ̄) = R(θ, π

2
+ φ̄)

(��%������) �� φ̄ ∼ 0 ����

� �$� cosμ(π
2
± φ̄) →

∗ cos π
2
μ = 0 #�� μ = 1, 3, 5, . . .

∗ cos π
2
μ = ±1 #�� μ = 0, 2, 4, . . .

� �$� sinμ(π
2
± φ̄) →

∗ sin π
2
μ = 0 #�� μ = 0, 2, 4, . . .

∗ sin π
2
μ = ±1 #�� μ = 1, 3, 5, . . .

� 
�"�����) ��

� Re(αλμ) = 0 �$� μ = 1, 3, 5, . . .

� Im(αλμ) = 0 �$� μ = 0, 2, 4, . . .

• ������� ���	 
������ ��������� ����������� ���

!���	�� �������� "�#$����� 
%������	� &10 �� R(π
2
− θ̄, φ) = R(π

2
+ θ̄, φ) ��$�

αλμ = 0 �$� "�������� 	��
�������� λ�

�������

2���� 
������������ ��
����� �
�� ��"�$	�� �����%�+"3 
�����#+$	� �������� �����,
���������� ���� �-�	�.��� ���	�� � ����� 
%������	 �������"�� 
�"���� �������� �
�%,
	����� "���	�� 
���	� 
�"���� � 
�	�����



��� �������

• ��� �������	
� ��� ������������ λ ���������� ��� � �������	� ����������

• ������� � 
����� �����	����� ������� �����
�� �� �� (2λ+ 1) ���������	� ���	��
����	� ���������� �������	
��

• ������� ��� �����	��� ������� �����
�� � �������	� �� �� 2(2λ+1) ���	�����	�
���������� �������	
��

� ������ ���	
���� ������

 �����
� ����� ����	
� {f(x)} ������ ���!������� � ��
��	� ���� 	������" � ���������� #�$�%
� ������ w(x) ≥ 0� &���� ����	 ��������" �� ����	
� � ������ �����	�'

f(x) =
∞∑
n=0

cnPn(x); Pn(x) ∈ B, ()�*+,

����� B ����	�� ����� ��������������
-������$ �� ��� ������ ���������� Pn(x) ������ ��������� Ql(x) ��� x ∈ #�$�%$

l ≤ n ������ ����� ������" Ql(x) =
∑l

i=0 biPi(x)� .��������� ��
�'∫ b

a

w(x)Ql(x)Pn(x)dx =
l∑

i=0

bi

∫ b

a

w(x)Pi(x)Pn(x)dx︸ ︷︷ ︸
δin ��� i≤n

= 0, ()�/0,

� ����� ����� ���������"$ �� �������� ��������� Ql(x) ������ l ≤ n ��� ����������� ��
Pn(x) � ���������� #�$�% � ������ w(x)�

-�����$ �� ��������� Pn+1(x) ���� ����������� #�$�% ���� �� ������1	�����	�� 2���
�� ���������� �� �������	� ����������� Ql(x) ������ l ≤ n$ ����� ��� ������� � ��
����������� 3�� ����	 ��������� Pn+1(x) �� ��������� (n+1) ������������ ���	�����	�$
������		� �� ���� �����������

4����'
5�����"�$ �� �������� ������������ 
��� ������������� 3� ����	��$ �� ������
� m � n
������	� x = t1, t2 . . . tm ����	�$ �� Pn+1(ti) = 0 ��� i = 1, 2, 3 . . .m� -��
��	 ���
�	� ������
������ ���������� ����� �� ����������" � �����	�'

sm(x) = ±(x− t1)(x− t2)(x− t3) . . . (x− tm). ()�/*,

2���� ����� ������$ �� ���� ���������� sm �� ���� ���������� Pn+1(x) �� sm(x)Pn+1(x) ≥
0$ 	� ��
�' ∫ b

a

w(x)sm(x)Pn+1(x)dx ≥ 0. ()�//,

3� 
��� ��� ������� ������ m ≤ n + 1 � � ���������	
� sm(x) ���� �" ����������� ��
Pn+1(x)�

6���� �����$ �� Pn+1(x) ���� ���" ��������� n + 1 ����� ����� 	��� ���
�	 ���
���	�� 7������� �� ���
�	� ������ ������ �" ���	������ �������� ���������
��
������� ������ 5������� �������� ����� ����� ��� � ���������� #�$�% �� �����������
��� ������ �" � �� �����������



� ������ ���	
���� ������ ���

������ ��	� 
����� ������ ��������� �������	��� ���	� ��	 ��	��������

∫ b

a

f(x)dx =
n∑

i=0

wif(xi). ���� !

"����������� {xi, i = 0, 1, . . . n} �#� ������	 	���� ��� ��#	��� ���� 
�����$ �
{wi, i = 0, 1, . . . n} %� �#� ����� 
���� ����� ������ �� ��%�����	 �������	 %��& ��������'
������ (���	��� )����*� f(x) ���	 ��� � ��������� ����� ������������� ��#	� ��	 ��
���������� ����#����� *	* �����%����	 � ���%	�� 
���� ����������� ��������� *#� ��	��'
������� � ���%#	���	 ��%����������

" +��	 ��%	��%���	* ����� �#	�%� ��%�	��*	�� ��	�*���	* ����� ��	��������$
�%��	 �#� ��*	���	 ��%�������	 ���%��������	! � ����� ��	����	 ,�$�-$ %	� ��	����
���	 ��� ���.���� ��� ��	���.�����

"�	������� ���	�#��	 �� �	��	�� ����� {pn(x), n = 0, 1, . . .∞} �#� ��%�������	 *	����∫ b

a

pn(x)pn′(x)dx 	= 0 ��� n 	= n′. ����/!

0��������� ���%�� %	�� ������� ������ ��%��	��� ��	�*���	* )����*� ��������	* w(x) ≥ 0
���	* )����*#� �����#�� "%	�� �����	� ���������� �� ���%���∫ b

a

w(x)pn(x)pn′(x)dx 	= 0 ��� n 	= n′. ����1!

"����	� ����������� ����	�� *����∫ b

a

w(x)|pn(x)|dx 	= Nn ����2!

� �%#��

Pn(x) =
1√
Nn

pn(x) ����3!

4�	������ *	�% �����	�� ∫ b

a

w(x)Pn(x)Pn′(x)dx = δn′n, ����5!

�� �����$ �	 ��	������� �#� ��%��������	 � ��	����	 ,�$�-  ������	����� )����*���
�������� w(x)�

"�	������� ����	 � +��	 ��%	��%���	* ��	����*#� �������	 ���������	 � ���%����

g2(x)p
′′
n(x) + g1(x)p

′
n(x) + anpn(x) = 0, ����6!

���	  �	+���*� g1(x) *	�% ������#�$ � g2(x) ' ������%��#� )����*#� x ��	��	��#� �� n ������
��� an �#� �%����� ��	����� %���� �� n ���� �#	�� ��	��������

7� "�	������� 8	�	���� ���	�� �%����� �� ��	 �����	��	�

g1(x) = −2x, g2(x) = 1− x2, an = n(n+ 1) ��� 9!



��� �������

� � ��� ����	
 ������� �	������ �	��������� �������� ������� � ��������

(1− x2)
d2P (x)

dx2
− 2x

dP (x)

dx
+ n(n+ 1)P (x) = 0. ������

������������ P (x) → pn(x) ������� ��� ���	
������� ������� � ��� ������� ���
��
	���� � ��������	� ������ � �
��� ��
�
����� ��∫ 1

−1

pn(x)pn′(x)dx =
2

2n+ 1
δn′n ���� !

 � "��	
����# ������� �
�$����# ���# ��%
�����&

g1(x) = α + 1− x, g2(x) = x, an = n �����!

� ���# �$��# �'������ �
�$���&

x
d2L(x)

dx2
+ (α + 1− x)

dL(x)

dx
+ nL(x) = 0. ����(!

)
���������� ����� ���	
������� ������� L(x) → Lα
n(x) � ���#�$*�� ��� �������

���
�� 	���� � ��������	� �+�∞�� ,�� 
�� 
�$

��	�� � ����� w(x) = e−xxα � �
���
�
*����� �� ∫ ∞

0

Lα
n(x)L

α
n′(x)dx =

Γ(α + n+ 1n!)

α + n+ 1
δn′n. ����-!

,#�.
	 Γ(y) 
������ /��*��� Γ�0�	����

�� "��	
����# 1����$�2� 
$��#���# ���# ��%
�����&

g1(x) = −2x, g2(x) = 1, an = 2n ����3!

� �
�$����# �'������ �'�����*
�� �����
 �$
����

d2H(x)

dx2
− 2x

dH(x)

dx
+ 2nH(x) = 0. ����4!

)
���������� ��� ���#���� ���	
������� 1����$�2� H(x) → Hn(x) � ��� �������
���
�� ��� �� 
�� �����#���$�� � ��������	� ��∞� ∞�� ,�� 
�$

��	�� � /��*���� ��
���
w(x) = e−x2

� 5� ���	
����# ���%����� �������*&∫ ∞

−∞
Hn(x)Hn′(x)(x)dx =

√
π2nn!δn′n. ����6!

7�	��# $���� /
���%
��� ������� 
�$#��	������ (2n+ 1) �� wi � (2n+ 1) �����'� xi�
8�%'��# ���	
���� Pn+1(x) �� ���#�$*��� �������� � ��������	� ���.� � ���#�$*���

�
�	��#�� ���	
������� pl(x) �	� l � n � ��������	� ���.�� 9��#�������� �� xi $
 ���#�$*��
(n+ 1) ������� ���
�� ���	
����� Pn+1(x) � ������ ��'�&∫ b

a

f(x)dx =
n∑

i=0

wif(xi), ����:!



� ������ ���	
���� ������ ���

������ ���	�� ��
��� �	���������� ������ ���� ��
� ����	�� n� ����������� ��� pl(x)

��� ��������� ���������� ����� ��� ������� �� ��� ������� 
������ �������� �� �� ������
(2n+ 1)�

 ������ ���		��	�� !�	� ����������� 	��
����� �� ������� wi ≥ 0 ��� �	��	����� i� �
�� ������! ��� �����! "����!� f(x) ����������! � ��������� #��
$ �����

lim
n→∞

n∑
i=0

f(xi) =

∫
abw(x)f(x)dx, %&�'()

����� 
���� ���������� ���� 
�� ������� ���� !�	�� ��
������� ����� "����!� ���		��	���!
n� ��	������!���� ����� * ��� �������� "����!� "����� �	��������� ����� ������� ��	���

���� ������� ����� �� ��������� !����� � ��� �� � ���� ������� !������ ��������� �� 	����
����	��� ��� ��� ������ +������� �� {φn(x) : n = 1, 2, 3, . . .∞} �� �
��� �����������
������������� ��� x ∈ [a, b] � "����!��� �������� w(x) ≥ 0∫

abw(x)φi(x)φj(x)dx = 0 %&�',)

��� i 	= j� -����.���� �� �	��	���� ���������� ��!�� ������ � ��������� #��
$ � ������/��
������� kn ��	����!�����

pn(x) = xn + cn−1x
n−1 + . . . ↔ φn(x) = knpn(x). %&�'0)

+��1���!�� ����� ������.���

bn =
kn+1

kn
; Nn =

∫
abw(x)φ2

n(x)dx. %&�'2)

3	����� ����� N = n0 � �����	����!�� ���� ������� 4��		� ������ 5� *�
������ ������
x1, x2, . . . xN !��� ���!	�� ������ ���������� φN(x)�

������ ������� �� �������� ������ ��������!���� ������� ��������� 4��		� 	��
���� !����

wi = −kN+1

kN
· NN+1

φN+1(xi)φ′
N(xi)

. %&�'')

6���� ������� �� ∫
abw(x)f(x)dx =

n∑
i=0

wif(xi) + Ef , %&�'7)

����� Ef �� ����������� 
�����

Ef = −NN

kN
· 1

(2n)!
· f 2n(η), %&�'8)

�������	� η ∈ [a, b]�
*	��������� ����
��� ���� �������� f(x) !�	� ��������� �����!������ �� 
�����

	��
�� ��	������� �������� (2n!)� 9�� n = 5 ���� ,(:;2 80< <((� =�� ����� ��� �����
������� "����!�� ������� ��	������������ ������� ��� ��	��� 	��
��� ������ 4��		� !�	�
��	�������



��� �������

� ���� � ��	
���

����� ���	� 
��������
	��

|b〉 = iny |nxnynz; sz〉 sz = +
1

2
������

|b̄〉 = T̂ |b〉 = (−1)s+sz |nxnynz;−sz〉
= −i−ny |nxnynz;−sz〉, ������

� ��
�� ��������� ��� ���� ��������� |nljm〉� ��� ����� �!"	� ���	�# 
�$�� ��� �!��	�
���	� �%� !&����!�� ���&%�'�# 
�$��� ��� �(!����� !��!�� "!
$( !�� )* ! 180◦ � !�������
" +�!�
� �
(��� !���������� �&������!+,� Π̂ ���%� Ŝy = R̂y(π)Π̂�

|t+;nxnynz〉 = a(+)
nxnynz

|nxnynz; sz = +
1

2
〉+ b(+)

nxnynz
|nxnynz; sz = −1

2
〉; ����-�

|t−;nxnynz〉 = a(−)
nxnynz

|nxnynz; sz = +
1

2
〉+ b(−)

nxnynz
|nxnynz; sz = −1

2
〉. ���./�

0����� �!��� ��&���,�

|t+;nxnynz〉 = a(+)
nxnynz

|b〉+ b(+)
nxnynz

|b̄〉; ���.1�

|t−;nxnynz〉 = a(−)
nxnynz

|b〉+ b(−)
nxnynz

|b̄〉. ���.2�

��
(����� "�	�� ����	�&�	��	� 
!�"���	� ����

a(+)
nxnynz

=
1√
2
iny+1 ; b(+)

nxnynz
=

1√
2
i−ny

a(−)
nxnynz

=
1√
2
iny ; b(−)

nxnynz
=

1√
2
i1−ny . ���.3�

��� ���� ���	
 ���� ��������

4��� |ljm; r〉 ��� �!��	� ���	� �%� !&����!�� !��!�� R̂y# ���%� !&����!�� ��5�������

|r+;nljm〉 = α
(+)
nljm|nljm〉+ β

(+)
nljm|nlj −m〉 ���.��

|r−;nljm〉 = α
(−)
nljm|nljm〉+ β

(−)
nljm|nlj −m〉, ���..�

5����� j ��� &!($"
!"� "�	�� m = 1
2
, 3
2
, . . . j# !����

|r+;nljm〉 =
1√
2
[|ljm〉+ i(−1)m+j|lj −m〉] ���.6�

|r−;nljm〉 =
−1√
2
[i|ljm〉+ (−1)m+j|lj −m〉]. ���.��

7�	�� ���� "�&$(������
� ���!"��

α
(+)
nljm =

1√
2

; β
(+)
nljm =

1√
2
i(−1)m+j

α
(−)
nljm =

−1√
2
i ; β

(−)
nljm =

−1√
2
(−1)m+j. ���.��



��� �����	
�� �������� ������ ��� �� ��� ���

����� ���	
����	� � κ, κ′ = ± �� ����	 ������� ������	 ���������� � ����� ����

〈rκ′ ;n′l′j′m′|g(s,Ω)|rκ;nljm〉 = {α(κ′)�
n′l′j′m′〈n′l′j′m′|+ β

(κ′)�
n′l′j′m′〈n′l′j′ −m′|}

g(s,Ω)

{α(κ)�
nljm|nljm〉+ β

(κ)�
nljm|nlj −m〉}

= α
(κ′)�
n′l′j′m′α

(κ)
nljm〈n′l′j′m′|g(s,Ω)|nljm〉

+ α
(κ′)�
n′l′j′m′β

(κ)
nljm〈n′l′j′m′|g(s,Ω)|nlj −m〉

+ β
(κ′)�
n′l′j′m′α

(κ)
nljm〈n′l′j′ −m′|g(s,Ω)|nljm〉

+ β
(κ′)�
n′l′j′m′β

(κ)
nljm〈n′l′j′ −m′|g(s,Ω)|nlj −m〉

= δn′nδl′lδj′j{α(κ′)�
nljm′α

(κ)�
nljm〈nljm′|g(s,Ω)|nljm〉

+ α
(κ′)�
nljm′β

(κ)
nljm〈nljm′|g(s,Ω)|nlj −m〉

+ β
(κ′)�
nljm′α

(κ)
nljm〈nlj −m′|g(s,Ω)|nljm〉

+ β
(κ′)�
nljm′β

(κ)
nljm〈nlj −m′|g(s,Ω)|nlj −m〉}

= δn′nδl′lδj′j(−1)l(1−s)/2{α(κ′)�
nljm′α

(κ)
nljmD

j
m′m

+ α
(κ′)�
nljm′β

(κ)
nljmD

j
m′−m

+ β
(κ′)�
nljm′α

(κ)
nljmD

j
−m′m

+ β
(κ′)�
nljm′β

(κ)
nljmD

j
−m′−m}. ������

��� �����	
�� �������� ������ ��� �� ���

�� !�
"� #����"� ����	 ������� � ��������

|Ψ〉 =
∑

κ̃;nxnynz

c̃κ̃;nxnynz |tκ̃;nxnynz〉 =
∑

κ;nljm

cκ;nljm|rκ;nljm〉, ���$%�

&'���� κ, κ̃ = ±�
(� '��&� ������
� �������	 )������ �� � ����	��
��	 ���*+��	  �!� c̃κ̃;nxnynz � ��������,

��	 cκ;nljm� -��� �
�	 �'�

〈rκ;nljm|
∑

κ̃;nxnynz

c̃κ̃;nxnynz |tκ̃;nxnynz〉 =
∑

κ′;n′l′j′m′
cκ′;n′l′j′m′〈rκ;nljm||rκ′;n′l′j′m′〉

= δκ′κδn′nδl′lδj′jδm′mcκ;nljm, ���$.�

� ��"�' ���	�

cκ;nljm =
∑

κ̃;nxnynz

c̃κ̃;nxnynz〈rκ;nljm|tκ̃;nxnynz〉. ���$/�



��� �������

��������	 
��� ����	� ������	�

〈rκ;nljm|tκ̃;nxnynz〉 = {α(κ)�
nljm〈nljm|+ β

(κ)�
nljm〈nlj −m|}

{a(κ̃)nxnynz
|nxnynz; sz = +

1

2
〉+ b(κ̃)nxnynz

|nxnynz; sz = −1

2
〉}

= α
(κ)�
nljma

(κ̃)
nxnynz

〈nljm|nxnynz; +
1

2
〉+ α

(κ)�
nljmb

(κ̃)
nxnynz

〈nljm|nxnynz;−
1

2
〉

+β
(κ)�
nljma

(κ̃)
nxnynz

〈nlj −m|nxnynz; +
1

2
〉

+β
(κ)�
nljmb

(κ̃)
nxnynz

〈nlj −m|nxnynz;−
1

2
〉. ������

�� ���	���� �� κ̃ = + � κ = + ����� ������� ������� 
���	�! ��������"�

〈r+;nljm|t+;nxnynz〉 = α
(+)�
nljma

(+)
nxnynz

〈nljm|nxnynz; +
1

2
〉+ α

(+)�
nljmb

(+)
nxnynz

〈nljm|nxnynz;−
1

2
〉

+β
(+)�
nljma

(+)
nxnynz

〈nlj −m|nxnynz; +
1

2
〉

+β
(+)�
nljmb

(+)
nxnynz

〈nlj −m|nxnynz;−
1

2
〉

=
1√
2

1√
2
iny+1〈nljm|nxnynz; +

1

2
〉+ 1√

2

1√
2
i−ny〈nljm|nxnynz;−

1

2
〉

+
1√
2
(−i)(−1)m+j 1√

2
iny+1〈nlj −m|nxnynz; +

1

2
〉

+
1√
2
(−i)(−1)m+j 1√

2
i−ny〈nlj −m|nxnynz;−

1

2
〉

=
1

2
iny+1〈nljm|nxnynz; +

1

2
〉+ 1

2
i−ny〈nljm|nxnynz;−

1

2
〉

+
1

2
iny(−1)m+j〈nlj −m|nxnynz; +

1

2
〉

+
1

2
i−ny−1(−1)m+j〈nlj −m|nxnynz;−

1

2
〉

=
1

2
(iny+1〈nljm|nxnynz; +

1

2
〉+ i−ny〈nljm|nxnynz;−

1

2
〉

+iny(−1)m+j〈nlj −m|nxnynz; +
1

2
〉

+i−ny−1(−1)m+j〈nlj −m|nxnynz;−
1

2
〉) ����#�

$���%��
��� ��%	���� �&%����� �� %��� ���' ����	���	�

cκ;nljm =
∑

nxnynz

c̃+;nxnynz〈rκ;nljm|t+;nxnynz〉+ c̃−;nxnynz〈rκ;nljm|t−;nxnynz〉. ����(�

������	 ����� ������	 ��������%��

〈rκ;nljm|t+;nxnynz〉 = α
(κ)�
nljm

1√
2
iny+1〈nljm|nxnynz; +

1

2
〉+ α

(κ)�
nljm

1√
2
i−ny〈nljm|nxnynz;−

1

2
〉

+β
(κ)�
nljm

1√
2
iny+1〈nlj −m|nxnynz; +

1

2
〉+ β

(κ)�
nljm

1√
2
i−ny〈nlj −m|nxnynz;−

1

2
〉,

������



��� �����	
�� �������� ������ ��� �� ��� ���

����

〈rκ;nljm|t−;nxnynz〉 = α
(κ)�
nljm

1√
2
iny〈nljm|nxnynz; +

1

2
〉+ α

(κ)�
nljm

1√
2
i1−ny〈nljm|nxnynz;−

1

2
〉

+β
(κ)�
nljm

1√
2
iny〈nlj −m|nxnynz; +

1

2
〉+ β

(κ)�
nljm

1√
2
i1−ny〈nlj −m|nxnynz;−

1

2
〉.

����	


������� ������� ������� �� ��������� ������������� ������� ������� � ������������
������� ������� �� ��� ����� �� �������� ������� yn ���� !�!"!
�

cκ;nljm =
∑

nxnynz

(c̃+;nxnynz〈rκ;nljm|t+;nxnynz〉+ c̃−;nxnynz〈rκ;nljm|t−;nxnynz〉)

=
∑

nxnynz

[c̃+;nxnynz(α
(κ)�
nljm

1√
2
iny+1〈nljm|nxnynz; +

1

2
〉

+α
(κ)�
nljm

1√
2
i−ny〈nljm|nxnynz;−

1

2
〉

+β
(κ)�
nljm

1√
2
iny+1〈nlj −m|nxnynz; +

1

2
〉+ β

(κ)�
nljm

1√
2
i−ny〈nlj −m|nxnynz;−

1

2
〉)

+c̃−;nxnynz(α
(κ)�
nljm

1√
2
iny〈nljm|nxnynz; +

1

2
〉+ α

(κ)�
nljm

1√
2
i1−ny〈nljm|nxnynz;−

1

2
〉

+β
(κ)�
nljm

1√
2
iny〈nlj −m|nxnynz; +

1

2
〉+ β

(κ)�
nljm

1√
2
i1−ny〈nlj −m|nxnynz;−

1

2
〉)]

=
∑

nxnynz

[(c̃+;nxnynzα
(κ)�
nljm

1√
2
iny+1〈nljm|nxnynz; +

1

2
〉

+c̃−;nxnynzα
(κ)�
nljm

1√
2
iny〈nljm|nxnynz; +

1

2
〉+ c̃+;nxnynzα

(κ)�
nljm

1√
2
i−ny〈nljm|nxnynz;−

1

2
〉

+c̃−;nxnynzα
(κ)�
nljm

1√
2
i1−ny〈nljm|nxnynz;−

1

2
〉

+c̃+;nxnynzβ
(κ)�
nljm

1√
2
iny+1〈nlj −m|nxnynz; +

1

2
〉

+c̃−;nxnynzβ
(κ)�
nljm

1√
2
iny〈nlj −m|nxnynz; +

1

2
〉

+c̃+;nxnynzβ
(κ)�
nljm

1√
2
i−ny〈nlj −m|nxnynz;−

1

2
〉

+c̃−;nxnynzβ
(κ)�
nljm

1√
2
i1−ny〈nlj −m|nxnynz;−

1

2
〉)]

=
1√
2

∑
nxnynz

[α
(κ)�
nljmi

ny(c̃+;nxnynz i+ c̃−;nxnynz)〈nljm|nxnynz; +
1

2
〉

+α
(κ)�
nljmi

−ny(c̃+;nxnynz + c̃−;nxnynz i)〈nljm|nxnynz;−
1

2
〉

+β
(κ)�
nljmi

ny(c̃+;nxnynz i+ c̃−;nxnynz)〈nlj −m|nxnynz; +
1

2
〉

+β
(κ)�
nljmi

−ny(c̃+;nxnynz + c̃−;nxnynz i)〈nlj −m|nxnynz;−
1

2
〉]



��� �������

���������	
 �	���

cκ;nljm =
1√
2

∑
nxnynz

[iny(ic̃+;nxnynz + c̃−;nxnynz)

(α
(κ)�
nljm〈nljm|nxnynz; +

1

2
〉+ β

(κ)�
nljm〈nlj −m|nxnynz; +

1

2
〉)

+i−ny(c̃+;nxnynz + ic̃−;nxnynz)

(α
(κ)�
nljm〈nljm|nxnynz;−

1

2
〉+ β

(κ)�
nljm〈nlj −m|nxnynz;−

1

2
〉)]

=
iny

√
2

∑
nxnynz

[(ic̃+;nxnynz + c̃−;nxnynz)

(α
(κ)�
nljm〈nljm|nxnynz; +

1

2
〉+ β

(κ)�
nljm〈nlj −m|nxnynz; +

1

2
〉)

+(−1)ny(c̃+;nxnynz + ic̃−;nxnynz)

(α
(κ)�
nljm〈nljm|nxnynz;−

1

2
〉+ β

(κ)�
nljm〈nlj −m|nxnynz;−

1

2
〉)] �����

� �������� 	�
����
����

��� ������	 
 ����������	

���������� ����	���� ����
�	�

• ����
�� � ��	��
������ Πyz� Rx = Rx(π)Π̂

• ����
�� � ��	��
������ Πxz� Ry = Ry(π)Π̂

• ����
�� � ��	��
������ Πxy� Rz = Rz(π)Π̂

 ����� Rx(π) = e−iπĵx ! Ry(π) = e−iπĵy � Rz(π) = e−iπĵz 	 Π̂ �� ����	��� �	������"
��
#���$���"% ����	
�� ���� �	���� ������	 �&	 ��
' ����
' ����	���(�� �	
������ �� Ry�

Ry(π) = e−iπĵy = e−iπl̂y+ŝy = e−iπl̂ye−iπŝy , )��*�

 ����

e−iπŝy = e−iπ
2
σ̂y = I cos

π

2
− iσ̂y sin

π

2
= −iσ̂y, )�+,�

���	� �	���

Ry = −iσ̂ye−iπl̂yΠ̂ )�+-�

� �������� �&	 ������	��
' ����	���(��

Rx = −iσ̂xe−iπl̂xΠ̂; )�+.�

Rz = −iσ̂ze−iπl̂zΠ̂. )�+/�



��� ������	 
 ����������	 ���

�������� ����� 	� 
�������� 
�����	�� � ������ �����

T̂ = iσyK̂ ; Ry = −iσ̂ye−iπl̂yΠ̂, ������

� ������

T̂ l̂yT̂ −1 = −l̂y ; T̂ Π̂T̂ −1 = Π̂. ������

������
 ���

T̂ RyT̂ −1 = (iσyK̂)[−iσ̂ye−iπl̂yΠ̂](−iσyK̂)

= (iσy)(−iσy)(−iσy)e−iπl̂yΠ̂K̂2 = (−iσy)e−iπl̂yΠ̂ = Ry, ���� �

!
 (iσy)(−iσy) = −i2σ2
y = I" K̂2 = I� #�������	�� 
������� 
�����	�� ����$ 	�� ����	��


�����
�� Ry�

T̂ RyT̂ −1 = Ry. ������

#�����
� 
!���� Ry �
�$�$�� � 
�����
��� 
�����	�� � ������ T̂ �

[T̂ ,Ry] = 0. ����%�

#�����
� 
!���� � �&������'	�� �
�� ��&���( 	� !����" � ������ ����$�����
�����
�	���� !���� �������������

|n〉 = |nx, ny, nz; sz〉 ����)�

� ��&����" �� ��!������ *���� ���� +����

|b〉 = iny |nx, ny, nz; sz〉 ���%,�

-��� ������

T̂ |n〉 = (−1)s+sz |nx, ny, nz;−sz〉 ���%.�

Ry|n〉 = (−iσy)e−iπl̂yΠ̂|n〉 = (−1)nx+nz(−1)nx+ny+nz(−iσy)|n〉
= (−1)ny(−iσy)|n.〉 ���%/�

0����'���

σy =

(
0 −i
i 0

)
; iσy =

(
0 1
−1 0

)
;

iσy|sz〉 =
(

0 1
−1 0

)(
1
0

)
= −

(
0
1

)
= −| − sz〉

iσy| − sz〉 =
(

0 1
−1 0

)(
0
1

)
=

(
1
0

)
= |sz〉

-
���� ��� �	���'(

(iσy)|sz〉 = (−1)s+sz | − sz〉; ���%1�

(−iσy)|sz〉 = (−1)s−sz |sz〉 ���%��



��� �������

� � ����������	�


(−iσy)|nx, ny, nz; sz〉 = (−1)s−sz |nx, ny, nz;−sz 〉 �����

����

Ry|nx, ny, nz; sz〉 = (−1)ny(−1)s−sz |nx, ny, nz;−sz〉
= (−1)ny(−1)s−sz(−1)s+sz [(−1)s+sz |nx, ny, nz;−sz〉]

= −(−1)ny |n̄〉. �����

����� �������	���


Ry|nx, ny, nz; sz〉 = (−1)ny+1|n̄〉, �����

����


R2
y = (−iσy)e−iπl̂yΠ̂(−iσy)e−iπl̂yΠ̂ = i2σ2

yΠ̂
2(e−iπl̂y)2 = −I

R2
y = −I, �����

� �����


R2
y|n〉 = (−1)ny+1Ry|n̄〉 = (−1)ny |n〉. �����

�� �� ����� !���� "������ ��� #$�� ����

T̂ |b〉 = T̂ iny |nx, ny, nz; sz〉 = i−ny(−1)s+sz |nx, ny, nz;−sz〉 = |b̄〉 ���%�

Ry|b〉 = −(−1)ny iny |n̄〉 = −(−1)ny iny iny i−ny |n̄〉 = −(−1)ny i2ny |b̄〉 = −|b̄〉 ���&�

R2
y|b〉 = −Ry|b̄〉 ���'�

�����

Ry|b̄〉 = |b〉. ���(�

)�������*�+��, ��


Ry|b〉 = −|b̄〉 Ry|b̄〉 = |b〉 ���$�

� ����� -������� �� �������� � .����	��� �-������ �"������� ����/����� � ������
 �����	���


Ry|t+〉 =
1√
2
(−|b̄〉+ i|b〉) = i

1√
2
(|b〉+ i|b̄〉) = i|t+〉; �����

Ry|t−〉 = − 1√
2
(−i|b̄〉+ |b〉) = −i 1√

2
(−|b̄〉 − i|b〉) = −i|t−〉 �����

0���� ����� ������1���2 ������"�	���� �������


& 3��� 	��� �-����� �� ����/� �-�����4 �"������� Ry



��� �����	
���� ��	���� �������� Rx � Ry� ���

�� ����� �	
	 {|b〉} �����	 ����	��	 Ry|b〉 = −|b̄〉� Ry|b̄〉 = |b〉 � Ry ���� ��������	
�	�������	��

R−1
y ĤRy = Ĥ ������

�� ��
��� �� �������� �	!���
��� ���
�	 ��" �
�!
�������

����#$
% ��#��� ������ �	��$

〈b′|Ĥ|b̄〉 = 〈b′|R−1
y ĤRy|b̄〉 = −〈b̄′|Ĥ|b〉 = 〈b′|Ĥ|b̄〉�. ����&�

% #��'��� ������ ��#
���� (�$

〈b′|Ĥ|b〉 = 〈b′|R−1
y ĤRy|b〉 = −〈b̄′|Ĥ|b̄〉 = 〈b′|Ĥ|b〉�. ������

)� *	�������	� 
�������� � ����	�	!� �+ , �+ ��(� ��#� ��	" ���� #� #��!� �	!���
�
+ , + ����� �(����� �	
� {|b〉}-
�	����" Ry|b〉 = −|b̄〉� Ry|b̄〉 = |b〉 � Ry ���� �	����!��	 �	
� � ��� �	 ��! �������'�

 �	�������	���-
�	�������	� �������!
�� 
� �
'���#� �	 Ry ��(� ��" 
	��
� 
#�	'��	��
��	�� ��� ���
�(��	��	! �	
� ��	��.�����	��� {|t+〉, |t+〉}�

/ �	�
�� �����
���	!�� �	��$

Ry|b〉 = −|b̄〉; Ry|b̄〉 = −|b〉; ���011�

T̂ |b〉 = |b̄〉; T̂ |b̄〉 = |b〉 ���010�

RyT̂ |b〉 = Ry|b̄〉 = −|b〉 ���01��

RyT̂ |b̄〉 = Ry|b〉 = −|b̄〉 ���01)�

2��	# �	��$

T̂ = R−1
y ���013�

��� �����	
���� ��	���� �������� Rx � Ry�

4���!
�� #
�		��� ����	���	 Rx �	 �	�
�	 �	
��$

Rx|b〉 = (−iσx)e−iπl̂xΠ̂|b〉 = (−1)ny+nz(−1)nx+ny+nz(−iσx)|b〉 = (−1)nx(−iσx)|b〉 ���015�

2��	�#6��� (�$

σx =

(
0 1
1 0

)
− iσy = −

(
0 i
i 0

)
iσx|sz〉 =

(
0 1
1 0

)(
1
0

)
= −

(
0
1

)
= | − sz〉

σx| − sz〉 =
(

0 1
1 0

)(
0
1

)
=

(
1
0

)
= | − sz〉

��	��'� ��(

Rx|b〉 = −i(−1)nx |nx, ny, nz;−sz〉iny = −i(−1)nxiny(−1)s+sz |b̄〉 ���017�



��� �������

� � ����������	� 
�
�

Rx|b〉 = −i(−1)nx+ny(−1)s+sz |b̄〉. ������

������	��� ��������� ���������
 ������ �� �������� �������� �����
�
��

R2
x|b〉 = −i(−1)nx+ny(−1)s+szRx|b̄〉 = −|b〉, ������

� ���� ������! ��

Rx|b̄〉 = −i(−1)nx+ny(−1)s+szRx|b〉. ����"�

#����
�! �� 
������ $�
�%������� 	��� ��
�������� �� ��&%�� � �� Rx

〈b′|Ĥ|b〉 = 〈b′|R−1
x ĤRx|b〉

= −ii(−1)s+s′z(−1)s+sz(−1)nx+n′
x+ny+n′

y〈b̄′|Ĥ|b̄〉
= (−1)nx+n′

x+ny+n′
y〈b′|Ĥ|b〉, ������

���� 

〈b′|Ĥ|b〉 = (−1)nx+n′
x+ny+n′

y〈b′|Ĥ|b〉 ������

〈b′|Ĥ|b〉 · [1− (−1)nx+n′
x+ny+n′

y ] = 0, ����'�

�� ������	

〈b′|Ĥ|b̄〉 = 〈b′|R−1
x ĤRx|b̄〉

= −ii(−1)s+s′z(−1)s+sz(−1)nx+n′
x+ny+n′

y〈b̄′|Ĥ|b〉
= (−1)nx+n′

x+ny+n′
y〈b̄′|Ĥ|b〉, ����(�

���� 

〈b′|Ĥ|b̄〉 = (−1)nx+n′
x+ny+n′

y〈b′|Ĥ|b̄〉 ����)�

〈b′|Ĥ|b̄〉 · [1− (−1)nx+n′
x+ny+n′

y ] = 0. ����*�

+������� Rx �Ry ��� ��
���	�� �� �����! ��� 
���
� �����, ��
����� Rx 	���  ����	 %�����
��������	 �%� ������ �%�
����� 
����������$ ����� � ����������� �����������	� 
�������
$�
�%������� 
� ��
��� - . -�

h =

⎡⎢⎢⎣
a 0 x 0
0 b 0 y

−x� 0 a� 0
0 −y� 0 b�

⎤⎥⎥⎦
# �/���	
� 
������ ����������

U =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦ ����0�

U · U =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦ , ������



� �������� 	
���� ������ ���

����� U−1 = U � U † = U = U−1� ��	��
�
�� ���
� 
������
 ����
��
 �
 
����� �
���
����
���

UhU−1 =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

a 0 x 0
0 b 0 y

−x� 0 a� 0
0 −y� 0 b�

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

a x 0 0
0 0 b y

−x� a� 0 0
0 0 −y� b�

⎤⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎣
a x 0 0

−x� a� 0 0
0 0 b y
0 0 −y� b�

⎤⎥⎥⎦ . �������

��������

�� ���	��� 
��!� 
����� 	� 	 "�� # $ #

%� &�	�
 
����� ���� �'�	� 
�
 �� ��
�" � (
������!�� $)� *+� 
 	��,
 �� ��
�" �
(������!�� $)� *��

-� .�������
 '���" �
(� ��
) /� ��
��  �
��� ��
 (�	 "���� �	�,����� 
�� �	�,����
�
��
 0�
���
��

1� 2���� 
��
 (���
3�

h′ = UhU−1 =

⎡⎢⎢⎣
a x 0 0

−x� a� 0 0
0 0 b y
0 0 −y� b�

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
a x 0 0
x† a� 0 0
0 0 b y
0 0 y† b�

⎤⎥⎥⎦ .
&�!�� 
������ a, b, x, y ��
 ������ ����  ��	� �/�� �
(��
3�

h′ =

⎡⎢⎢⎣
a x 0 0
xT a� 0 0
0 0 b y
0 0 yT b�

⎤⎥⎥⎦ .

� �������� 	
���� ������

4�� 
/� ���'�� ���� ���� ��
����,� �) ��"�� 	
��
 ���� ��	�� ��
�� � �
������
��
��
����,� �

Hω
x = H − ωxĵx; �5���6�

Hω
y = H − ωy ĵy; �5��%7�

Hω
z = H − ωz ĵz. �5��%��



��� �������

������ ��	
��� �� ���
� Ry|b̄〉 = |b〉 ���

〈b′|ĵx|b〉 = 〈b′|l̂x|b〉+ 〈b′|ŝx|b〉︸ ︷︷ ︸
0

; �������

〈b′|ĵx|b̄〉 = 〈b′|l̂x|b̄〉︸ ︷︷ ︸
0

+〈b′|ŝx|b̄〉; �������

〈b′|ĵy|b〉 = 〈b′|l̂y|b〉+ 〈b′|ŝy|b〉︸ ︷︷ ︸
0

; �������

〈b′|ĵy|b̄〉 = 〈b′|l̂y|b̄〉︸ ︷︷ ︸
0

+〈b′|ŝy|b̄〉; �������

〈b′|ĵz|b〉 = 〈b′|l̂z|b〉+ 〈b′|ŝz|b〉; �������

〈b′|ĵz|b̄〉 = 〈b′|l̂z|b̄〉︸ ︷︷ ︸
0

+ 〈b′|ŝz|b̄〉︸ ︷︷ ︸
0

. �������

���� ��� ������ ��	
��� !	"���#� !$	%�� �	�&	# '(�)#�� '	
�!� �"��#��� %)$	��!�� %*��( �
*%�(��%*��(�

〈sz|ŝx|s̄z〉 = −1

2
; �����+�

〈sz|ŝy|s̄z〉 =
i

2
; �����,�

〈sz|ŝz|s̄z〉 =
1

2
. �����-�

��
�#��� �
����� �	#��"��!��

〈t′+|ĵx|t+〉 =
1

2
(〈b′|ĵx|b〉+ i〈b′|ĵx|b̄〉 − i〈b̄′|ĵx|b〉+ 〈b̄′|ĵx|b̄〉)

=
1

2
(〈b′|ĵx|b〉 − 〈b′|ĵx|b〉�︸ ︷︷ ︸

2i�(〈b′|ĵx|b〉)

) +
i

2
(〈b′|ĵx|b̄〉 − 〈b′|ĵx|b̄〉�︸ ︷︷ ︸

2i�(〈b′|ĵx|b̄〉)

). �������

.�"��%�	�� � !$	%���#� 
�#� ��%*�
���#/ z = a + ib � z� = a − ib 	 %�&	� z − z� =
a+ ib− a+ ib = 2ib #� *��!	
	 �	*�%	��

〈t′+|ĵx|t+〉 = −Im(〈b′|ĵx|b̄〉) + iIm(〈b′|ĵx|b〉). �������

���� ��� *�%��*(���� � �
�����	���

〈t′−|ĵx|t−〉 =
1

2
(〈b′|ĵx|b〉 − 〈b′|ĵx|b〉�︸ ︷︷ ︸

2i�(〈b′|ĵx|b〉)

) +
i

2
(〈b′|ĵx|b̄〉� − 〈b′|ĵx|b̄〉︸ ︷︷ ︸

−2i�(〈b′|ĵx|b̄〉)

), �������

!�&�# ��%�	�����

〈t′−|ĵx|t−〉 = Im(〈b′|ĵx|b̄〉) + iIm(〈b′|ĵx|b〉). �������

�
������ ���%�	�� ��%�	���� ��

〈t′+|ĵx|t−〉 =
i

2
(−〈b′|ĵx|b〉+ 〈b̄′|ĵx|b̄〉) +

1

2
(−〈b′|ĵx|b̄〉 − 〈b̄′|ĵx|b〉)

=
−1

2
(〈b′|ĵx|b̄〉+ 〈b′|ĵx|b̄〉�)

−i
2
(〈b′|ĵx|b〉+ 〈b′|ĵx|b〉�), �������



� �������� 	
���� ������ ���

� �����

〈t′+|ĵx|t−〉 = −Re(〈b′|ĵx|b̄〉)− iRe(〈b′|ĵx|b〉) ���	
��

 �������

〈t′−|ĵx|t+〉 =
1

2
(−〈b̄′|ĵx|b〉 − 〈b′|ĵx|b̄〉) +

i

2
(〈b′|ĵx|b〉 − 〈b̄′|ĵx|b̄〉)

=
−1

2
(〈b̄′|ĵx|b〉+ 〈b̄′|ĵx|b〉�) +

i

2
(〈b′|ĵx|b〉+ 〈b′|ĵx|b〉�, ���	
��

� �����

〈t′−|ĵx|t+〉 = −Re(〈b′|ĵx|b̄〉) + iRe(〈b′|ĵx|b〉). ���	
��

���������� ����� �������

〈t′+|ĵx|t+〉 = −〈t′−|ĵx|t−〉� ; 〈t′+|ĵx|t−〉 = 〈t′−|ĵx|t+〉� ���	
��

〈t′+|Ĥ|t+〉 = 〈t′−|Ĥ|t−〉� ; 〈t′+|Ĥ|t−〉 = −〈t′−|Ĥ|t+〉�. ���	� �

������! � ���� {|b〉, |b̄〉} �������� �������� ��"�#�� ĵx ��� #��"������ �����

〈t′+|ĵx|t+〉 = 0 = 〈t′−|ĵx|t−〉 ���	�	�

〈t′+|ĵx|t−〉 = −Re(〈b′|ĵx|b̄〉)− iRe(〈b′|ĵx|b〉) ���	�$�

〈t′+|ĵx|t−〉 = 〈t′−|ĵx|t+〉�. ���	�
�

������� ���#� ��!�� ��#����% ��� �������&�"' ��&�����"' ĵy  ĵz�

〈t′+|ĵz|t+〉 = 0 = 〈t′−|ĵz|t−〉 ���	���

〈t′+|ĵz|t−〉 = −Re(〈b′|ĵz|b̄〉)− iRe(〈b′|ĵz|b〉) ���	�(�

〈t′+|ĵz|t−〉 = 〈t′−|ĵz|t+〉�, ���	���

�#��

〈t′+|ĵy|t−〉 = 0 = 〈t′−|ĵy|t+〉 ���	���

〈t′+|ĵy|t+〉 = −Im(〈b′|ĵy|b̄〉)− iIm(〈b′|ĵy|b〉) ���	���

〈t′−|ĵy|t−〉 = −〈t′+|ĵy|t+〉�. ���	���

����)���)*��" �����

〈t′+|ĵx|t+〉 = 0 ; 〈t′−|ĵx|t−〉 = 0 ���	( �

〈t′+|ĵy|t−〉 = 0 ; 〈t′−|ĵy|t+〉 = 0 ���	(	�

〈t′+|ĵz|t+〉 = 0 ; 〈t′−|ĵz|t−〉 = 0. ���	($�

+�&��� ����#��� #��"������ ��� ���

〈t′+|ĵx|t−〉 = −Re(〈b′|ĵx|b̄〉)− iRe(〈b′|ĵx|b〉) ���	(
�

〈t′−|ĵx|t+〉 = −Re(〈b′|ĵx|b̄〉) + iRe(〈b′|ĵx|b〉). ���	(��



��� �������

������ �����	�
� �	����� �� ���

〈t′+|ĵy|t+〉 = −Im(〈b′|ĵy|b̄〉)− iIm(〈b′|ĵy|b〉) �������

〈t′−|ĵy|t−〉 = −Im(〈b′|ĵy|b̄〉) + iIm(〈b′|ĵy|b〉), �������

�����
��

Im(〈b′|ĵx|b̄〉) = 0 = Im(〈b′|ĵx|b〉) �������

Re(〈b′|ĵy|b̄〉) = 0 = Re(〈b′|ĵy|b〉). �������

�	������  !��"� �"�#���� #�!��	��
� $�#�"������� 
 �	����%�� �&	��� 
��'� �� Ox�

Hω
x = H − ωxjx =

[
〈t′+|Ĥω

x |t+〉 〈t′+|Ĥω
x |t−〉

〈t′−|Ĥω
x |t+〉 〈t′−|Ĥω

x |t−〉

]

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Re(〈b′|Ĥ|b〉) + iRe(〈b′|Ĥ|b̄〉) ωxRe(〈b′|ĵx|b̄〉) + iRe(〈b′|ĵx|b〉)

ωxRe(〈b′|ĵx|b̄〉)− iRe(〈b′|ĵx|b〉) Re(〈b′|Ĥ|b〉)− iRe(〈b′|Ĥ|b̄〉)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
�����(�

)�#� 
���! ����*�

Hω
x = H − ωxjx =

[
H J
J� H�

]
.

�	������ + !��"� �"�#���� #�!��	��
� $�#�"������� 
 �	����%�� �&	��� 
��'� �� Oy

Hω
y = H − ωyjy =

[
〈t′+|Ĥω

y |t+〉 〈t′+|Ĥω
y |t−〉

〈t′−|Ĥω
y |t+〉 〈t′−|Ĥω

y |t−〉

]

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Re(〈b′|Ĥ|b〉) + iRe(〈b′|Ĥ|b̄〉)
+ωyJm(〈b′|ĵy|b̄〉)− iωyJm(〈b′|ĵy|b〉) 0

0 Re(〈b′|Ĥ|b〉)− iRe(〈b′|Ĥ|b̄〉)
−ωyJm(〈b′|ĵy|b̄〉) + iωyJm(〈b′|ĵy|b〉)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

�����,�

-���% 
�����. �� �	������ / � !��"� �&	'� 
��'� �� Oy 	�%����� #�!��	� ����"���� 
!$�%���!��
%� %������"���!�� � 
�#��	�!$ 0� 1 0� %� #�!��	�� ����"���� � 1 ��

Hω
y = H − ωyjy =

[
H + J 0

0 H� + J�

]
.
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������� ��������	������' � ������� ������	���
��	���
������ ������ � ����	'���	���� �
�	���� � � � � � � � � � � � � � � � $ 

��) 6����/0 7���������&� ��	 �����������' ����	 ������	� � 
���������' �
�	.
�	 ������	� 
������� ����&��������' � ���	�' ����&��������'  ��� �� ���
� $ 2�8 �ΔE = 1.2 · 41 ·A−1/3 = 6 2�8 ��	 �� �$�"� )$� ����3 
������
9�����&� ��	 ������	��� ��	���
������� � 
���-��&� 
����	��	 ������
-� �	���/0 &�!��� ���
���	 � 
��5 ���	������� ���3� :����	��� � ���.
���	�' 
�����	��	 
������ 9�����&� � ������ ����� � ���	� ������	���
��	���
������ � ���&���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $#

�� ! %���5�� �� ��� ��) 	�� ��	 ������ ������	��� ����
������� � � � � � � � � � $�

��  6����/0 7�����;���&� ��	 �����������' ����	 ������	� � 
���������' �
�	.
�	 ������	� 
������� ����&��������' � ����� ����&��������  �� 2�8
�ΔE = 0.25 · 41 · A−1/3 = 1.5 2�8 ��	 �� �$�"� )$� ����3 
������
9�����&� ��	 �������' ������	��� ����
������'< α30� α31� α32 � α33� � � $$

�� � =���&�� ��������	����� 
������� �����������' � ������� ������	��� ����	.
'���	���� ��	 �	3�&� �5�	�� ��	��� ������	���� �
������-���'� >������
�������� ���	����� �	 �	�� �	��-�	�� �� ��
������	��� ����������	�����'�
5����	�� �3	/��� ��������� �������	���� ?�&���������@ � 
�����	��� � 
�.
���	3���� A ���� �3	������	 ��������/�� ������� ������ �	 ���������	��

��� 
����� ���	���; ����������'� ,����� 
��	���� ��	�	������ ����.
�� 
��3����� 
��� ����������' ������	��	�' ����	'���	����'� � ���� ��	
����5� 
������� �� *$ � 
������	 ����&�������	 �������	 ��- �	 ��	 ���B&�.
�	��� ��������� 
��� �� �$ ��	� ��	 ��������� 
��� "� )$� 
�������	��	
�� ��������	 ����5�	 �	&�����	 "� +#� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $(

�� * 6����/0 7�����;���&� ��	 �����������' ����	 ������	� � 
���������' �
�	.
�	 ������	� 
������� ����&��������' � ���	�' ����&��������'  �� 2�8
� ������� ������	��� ����	'���	���� α32� 1��	������ @��
@ �C,,=%7� �����
��� �� ������ ��
������	��� � �������	�� ��� � ���/���� � � � � � � � � � $+

�� # =���&�	 
��3����	 ��	 ��������� ����	 ������	� � 
������� �
�	�	 ������	�
� ������� ������	��� α32� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $)

�� � %������ ����&�� ��������	������' ��	 ��������� � ������� ������	��� ��.
�	'���	���� � ������	�' "� ($� ,�
������	��� ����������	���� � 
	���.
��/�� ���	����� ���	����� �	 ������� �	���������� 	 � 
	�����/�� �������
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���% � �	�
	����	 ���	
��	 ��(��% 		
)
��	 
�����$��� ����� ���������� ��� $���
� 228Th� *	�
	����	 �����
����
������	 �����(� �������	 �
�� �	+�
���$� α20 = 0.26 � ����� ��)
�������	 � α30 = 0.12� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &,

���- �	
��	 ��(�����	 $���
� �Z0 = 90.N0 = 138% ��� �	+�
���$� ����
������	$
��	��% � �	�
��	�
��	$ ��
���% � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &,

���/ 0�
����	 ��� 1	
��� ���	����� ��
���. ���	��� ��	������� � ���)
������� ��� �Z0 = 90.N0 = 138% �������������� � �	�
	������� �*�	�
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��� �	+�
���$� ���� ���������	�� ���� ) �	��% � �	�
��	�
��	�� ��	� ) �
���%� &�

���& 0�
����	 		
��� ��	�� ������� 1	
��� ��� ��(������ 2 �	�
	�����
�*�	�
�% � ������������ ��� �Z0 = 90.N0 = 138% ���(���$���. 3	 ���)
���� �	��� ���
�� ����� "��" 4	5. ��� �	+�
���$� ���� ���������	��
����% � �	�
��	�
��	�� ��	�%� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &6

��6" 0�
����	 ����� ��(�������� ��	��% � ���	��� ��	������� ��
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�	�
	������� �*�	�
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�	+�
���$� ���� ���������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

��6, 7��	������ ��(�� �������� ��� �������� �
�� �� 2268 �� 2388 ������$����
����� ����� �������	 � ����	 ����������� � � ��	
����� �������	
� 	�����	$ ��
��������� 9�3��	 		
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��, 0���	
����	 ��(�����	$ 		
��� ���	�$��	$ ������������	 �� ��
��	�)

��� �	+�
���$� �������� αλ0 ��� λ ≤ 12. ��� ����� ����( ��
����� ����
�
�����	�� ��� �
�	$���� =�����>	�� � 46*� ��	�� ������% � 142!� ��
���
������%� *���$ �3����� ����(
��	���� �β, γ%� ?��	 �
���	 �������$��

����� �����(��� �����	 �γ = 60◦,−60◦% � �
����	 �γ = 0◦,−120◦%� � � � � ,"/

��� 0���	
����	 
�3�� ��(�����	$ 		
��� ���	�$��	$ �������������� ��
�������� ��
��	�
��� �	+�
���$� αλ0 ��� λ ≤ 12 �
�� �� ��
��	�
�	 �	+�
)
���$� α42@ E(α22)−E(α22, α42) ��	�� ������%� 0
��� ������ �� 
�3���
		
��� �������������� �� α42 � 		
��� ��
������� � ����������$� ��
(α42, α62) ) E(α22, α42) − E(α22, α42, α62). ��� ����� ����( ��
����� ����
�
�����	�� ��� �
�	$���� =�����>	�� � 46*� ��	��% � 142!� ��
���%� � � � � ,"&

��� �	
��� ��(������ ��
��������� �� ��
����� 		
�� $��
� �+	
���	��.
Etot − ELSD(0) �� �(�����A�	 β, γ ��� 132Ce� � � � � � � � � � � � � � � � � ,,"
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��� �+	����	 +���$� ����	�� <:9 ��� 132Ce � ����� I = 10− 80�� � � � � ,,,
��' �+	����� +��$� ����	�� <:9 ��� 46Ti �
�� ������ I = 20−30� ��	��% �

I = 28−34� ��
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��- E�	
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���� ���
� �/����� ��#� ���<��1 ����"0����1 �����	��� ./	��"0�� �34�!�
"��# # �����	���#������ 6.
����� ��.
! � 9"�"���� ��"�!� � � � � � � � � ''&

��'5 :�	�
�� �#	�"�"0; �"<,��"�� �� ��� 132B	 � ��
���� �	��	������� ��#�
���<��1 ����"0����1 �����	��� ./	��"0�� �34�!� "��# # �����	���#������ 6.7

����� ��.
! � 9"�"���� ��"�!� ��� �"�,�
�
�� �"��#�
	 �/� ��
��� 
�	
�0�	�
�"��
	 # a = A/8 �34�����!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ''�

��'� +�<��"�	 ��
���� 
����	
�� �� ��	��! � ���,<�#�

�� �
�#"��"��� ��<�"��
�
�" ��<	� �<��#�#�C
�	 �	�"������ ��� ���
� (> � ��� 132Ce � ΓA(�8 %	=� � � '')

��'( 9"��	�#�1
�	 ��<�"���	� 	
	�.�� �"�	
����
	� ��
�����#"��
	 �" "��"���1
�����	����1 �	�"������ αλ0 ��� λ ≤ 12� ��� ���
,� �"�,< ����"0�� ���
�
������#
	." ��� ��#	�0��� D��"$�E	." � 88%"� @���� �-����� ���,<�#/	�
��1
α20 � α22 #���"��"��
��1 �" �������� �"�	����
��1 ���1,� �/����� � � � � '58

��'8 F��,<�#�

��� �#���
"0�� �"��	�#�1
� 	
	�.��� Cx ≡ Cα20 � Cy ≡ Cα22

"��#���
	 �"��#	# #�#��"��
�	 �"��	�#�1
� 	
	�.�� ��<�"���	� ����	� ��� 
�
��� ��'( � �,�
�
�	 �����!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '5&

��'> G�#��"��
	 �"�"�
��#	 ����"0�� 	
	�.�� ��$����� "��#���
	 # ��#�$��-	
��
1���"
��#
	." ��#� �"�"�� �,�
�
�� Evib;x,y =

√
Cx,y/Birr� ��� �,�
� �����!7

����)!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '5�
��'& +�����#
	 ����"0�� "��"�	." �����	��� �	�"������ �������"�"�	� α20 ��"<�!

$��
	 � ��
���� 	
	�.�� ��<�"���	� � 0�	�
�	 ��
����#
	 �	�"�����	 ����7
���"�"�	

√
〈α2

20〉� ���������!� 9�"
"�	 ��	��� �"��#��/� "��1��	
�	 ±σ
��	��! � ±3σ ������! �"�,< �	
��"���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '5�

��'� 6��������� �"�"$
� �" ��� ��'& ��	 ��� 
�	"��"�	." �����	��� �	�"������
α22� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '5)

��') B#	��"
� ��/�.<� ��
�� �"��#��	 0�	�
�/� ����"0; �����	��� ���<�-	
�� �/����
〈β〉� #�	�"
�� ��#	����
� �" "��1��	
�	 〈β〉 + σ ��	��! � 〈β〉 + 3σ ������! �
��	
��� 
�	$�	��� �" "��1��	
�	 〈β〉 − σ ��	��! � 〈β〉 − 3σ ������! � � � � � � '5)

��5� 6��������� �"�"$
� �" ��� ��') ��	 ��� 
�	"��"�	." �����	��� �	�"������ γ� '5)

(�' 9"��	�#�1
�	 	
	�.�� H+�7B ��� 128Ba 
� �<��#�#�C
�	 (α20, α30) ��	��� .,�
�!�
(α20, α31) ������� .,�
�!� (α20, α32) ��	��� �"�
�! �
� (α20, α33) �������
�"�
�! #��
�����#"��
	 �" α40 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�5

(�5 9"��	�#�1
�	 	
	�.�� H+�7B ��� 128Ba 
� �<��#�#�C
�	 (α20, α30) �.,��!� �
(α20, α32) ��,<! #��
�����#"��
	 �" α40 ������! � α40, α41, α42, α43, α44

��	��!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '��
(�� 9�"��	
�	 �#���� � ��
���� �����	��� ���<�-	
�� �/���� ��� 64,94+	 � 202,228��

+�"��"��
� # �I6I � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�(
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 �������	�
� ��� 	��� 	����
� ����	
� �����

�� �neck = 0.5� ����
����� �  !"!# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $%&

��' (����	
� )�	��
*���+ ���
��	,�
� ����

 -�. �� �����	��/�
� �β�γ� 0��
1421� ��� ��
��	,+ 23� 2&� 45� 44� 6� 
 $33 �7 ���
�
 �
�
���
��	�
 ��
�������	, 0�8���	�
 �α40� α60�� (������� �
���
����	
 ���� �����
γ� � �����	��
� �0�8������� ���0� ���� ������ ������	� ���9� ������ ��

�����

 �0���
�0� γ = +60o ��
������ 0�0���
� ���� "�����	�� ��
���� �
 !"""#� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $%4

��& (����	
� (�
�	�:��+ ���
��	,�
� ����

 -�. �� �����	��/�
� �α20�α30�;
�
	���� 0�� ��
�9� ���
	, ��� <��� ��' ��� ��� �
�
���
��	�
 �� �������	, 

�
��������	, �������	, 0�8���	�
 �α40� α50� α60� α70 ��0 α80�� "�����	��
��
���� �  !"""#� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $%6

��2 =�������> �0 ����� 9����0��	, 0�8���	�
 ���0���	, ���
	����	, 0�� 1421�+
������� 0�8���	�
 β� 
 α30;α80 ��9��� ������� 0�8���	�
 �9���
����
γ �09��7 γ = 0o �0���
�0� ��������� ������;� � γ = 60o �� 0�8���	�
���0������� ���� ������� "�����	�� ��
��� �  !"""#� � � � � � � � � � � � $�3

��4 ?������� ���0� � ����	�
 9������
 0�� 9���	, ������9� ���0� 0�� 1421��
�0���
�0����	� �������� �����	
 ������9� 0�8���	�
 � <��� ��&� "���;
��	�� ��
���� �  !"""#� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�$

��6 -���+ ��
� ���0� � 8���	�
 	�������> ����9� �
	���� � ��0���� -�. 0��
1421�� (���+ ����
0����
� ��������	
 ��
����� 0�� ����

 ����� @5
��0 ��
�� "A5 0� ��
�� "�� ����
����� �  !"""#� � � � � � � � � � � � � � � � $�5

��$3 (�0���� 0� <��� ��2 ��� 0�� 116,128,142,1521�� (��
��� �
�
� ����	����� ��
���
0�� ��9�	, ��
�� �� ����	���
��
� ���� ��
����� �0 4 ��� % B�C� ����
�;
���� �  !C"#� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�%

��$$ (�0���� 0� <��� ��6 ��� 0�� 116,128,142,1521�� ����
����� �  !C"#� � � � � � $�%

��$5 =�������> ����

 �
	����� � ������
� -�.;D � aneck = 0.5 0�� 0���	,
��0����E 
 ��
�� L = 0 � � 8���	�
 ��	
��	
� ����� @���
� ������� ��
�
��;
�
������ �� 0�8���	��	, αλ0 0�� λ ≤ λmax ���
����	, � ���� �����9��
F�� ��
������> 	��������> 
�����	�
� �0����� 8���	��� �
�
����� ��� ��������
� ��
�
� �� ��
 �
������� ?���� ���������� �
�� �� 0�8���	�
� 0�� ��9��
Rneck < 0.3 ·R0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $��

��$% =�������> �
�
��� ����

 �0 ��	
��	
� ���� ������9� 0�8���	�
 λmax

� 8���	�
 ���������	��� ��
��� B
�
���
������ �� �������	, 0�8���	�

αλ,0 0�� λ ≤ λmax� @���
� ����������� ���
����� ����
�� �������	�

�������� �0 �������� � aneck = 0.5� ?���� ��E	��� �
�� ���� ����
 ������
������
� ���� �����
��� �Rneck < 0.3 · R0� 0�� �
������ ��
�� �
� ��
�� 0��
��9��� ��
�� ��
��� ���� ��� ��
�
�� �0�
� ��
�� ��
������� ����
����>
������� �������� 0�� λmax = 8� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $��

��$� G��� 0���	
 ��	
��	
� �
	��� ������9� 0�8���	�
 ������ ������	��� ��
��
�������� ���0� � ����
	� �����
 0�� ��0�����
� α20 = 2. ������ �9�� 

α20 = 2.5 ������ �9�� 0�� 70��� (�������� ����� 0�� �������
	, ������9�
������9� 0�8���	�
 �
�� ������� =������ �����	
 ������9� 0�8�;
��	�
 ����� 0� ��������
� �������9� ��� �������� �� �
�
���
��	�
 0��
70�� ��� α20 = 2.5 ������� ��� ��� α20 = 2. ������� � � � � � � � � � � � $�'
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���� ����	
� ����		 ��������
� � ��������
	 �� �	
��� �������� �������

�	 �����
� �� �	�	���	��
�	 ����		� ���	���	� ����		 ��� �	�	���	��
�	
�� � �� �!	
� �������
� ������
�	 � 	���
� �� �� λ"�# �  �� ��!�
�� ����		$ ��� �	�	���	������  %� ���!� ������
�� �� λ"&$ �� � � �!�'�
�%�� �	��!��
	 �	%�! �� �  �� ��!� �� ��'����	� �� �
�� ���
� ��������
������
�	( λ"�� 	 �)� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���* +,��� !������- .�	��� ���	��  ���!	 � ��������
	 �� �	
��� ��������
������
�	 �����
� �� �	�	���	��
�	 ����		 ��� 70/�$ 980� 	 173,�� 1� �� ���
��
���%� �����
	 ������
�	$ ���	� �� �%����� ��	��� �����
	 ����		 �����
����� ������ �	�	���	��
�%� �� ����
� �� ����
� ��������� +1���
!������- ����	
� ���	��	  ���!	 ��������
� ��� �	�	���	��
�	 �� ��	��
�
� �������� ������
�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��*

���2 �� ���! ������� �� ���� ��� ��� 70/� +���-$ ��� 900� +����!- 	 ��� 173,�
+��'- ���  �	�	� 3"# 	 �# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��2

���& 1��!'�� �����
�	 ! ���'�� ��4�	 ����		 ��� �� ��� ���  �	�� ��� ���
����
�	 �!��������� α30 ��� 142Ba� 5�  �	�� 82 � ��4�� ���%� ! ���'�
������	
���$ 
���	 ������
�� �%��� � �	�	��� ����		 ��'� ���	
	���
 �����
���$ � ��� �	%�! ��
�  �	��� �����	��%�  	%� �����
��' �����'!���
� �	�	���	 ����		 ��� α30 	= 0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���6 7��!
�� ������ �������8 ������� +
������-$ �	�� ���� +�	�����-$ ���
�	��� +�	��	� !	- 	 ���
	��� +�����- �%��� ���  �	�� 82 � 	 94 � ��� 142Ba�
9���� �����8
���� ��!����%� ��4� ����		 ��� ������  �	�� +�� ����-� ���

��)# :����
�� ������� ������
�	 �!��������� α30 �� ��� ���  �	��� 5����
��
��  ����
��� �����	��� ! ���'��� � �	�	��� ����		 �����
������ �
������
�� �����	
��� �� � ���4�	����� ��!� ᾱ30$ ������	� +;��2-� � � � ���

��)� < ����	� �� ��� ���� ���� �������� �� �
���	��	� +<1=<- ��� ���
�
�����
	 ���'����	� �%��� �'�������( α20 " )�#> )�� 	 ;�# ��� �%��� 980��
9���� �� ��'� �������� ���  �	�� +,"#- ��� �	�	���	��
�	 �� ������
��
� ������
�	 αλ0� �� �� λ ≤ 12� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��)) 0	!� !����� �%� ���
	 ������� 	 �������� � �%���� ������������ ���
����
� ���'���8 	 �	�������� ������� ������
�	 �!���������� � � � � ��2

��); :����
�� �	
��� ������� 	 �������� �� ��������
� �� �
���	��	� 	  ���
�
� ���'����	��� .� ���� ��������  %� ��	%��� � �	�	���	��
�	 ����		 ��!�
� !������ ���  �	�	� 3"&# � ��� 142?�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��2

��)� 9 ���'� �%��� 142?� ���  �	�	� &# � � �	�	��� �������
����� 9������
��	� � ���
�%� ���!'����� �� ��� ��� �'�
� ��������� +�	����� 	 
�����
��- 	 ! ���'� � �	�	��� �������
����� �%��� !���������� �������������
+�	��	� !	-� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��&

��)� 5� !� �� ��4�	
�	 ���!�� ������	�� /���  �	��� ��������� �� �
���	��
�	�  !�������� � '����!	�� ���� ���� �������� � ��!
�	 40<+)&# 0�@-
A 58B	→ 981� C0�&6D� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��6

��)* 7��!
�� �� 	���	� E5� ��� �%��� 116,142?� ��� ���������� � 0�@� 9����
!����
�  %�  !�������� � �� ����	 �� �� � ��)�� ������ !���� �� �'����
�	� ���!
�	 �� 	���	� ��
����%�
�
� � ��������� 	 � ����	��� ! ���'�� �%���
� ��!	�	  ����	 �����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*#



��� ���� ������	


���� �����	
�� �
�	����� �����	
��	� ��
��
����� ������ ��� ��
���� ��	�����
 	
����� ���! � "��	��#��  
����� ���! ��
� 
��$���%& $� �
�
	
�'
������ ����(��%�� ��� ������� Bf)* +�,  ����! � Bf-. +�,  �����!� � � � /0/



���� ������ ���

���� �����	

��� �����	
	�� ����
��
�	��� ������� � ���������	��� �
 �Z0 = 90�N0 = 138�
�	����� �������� � �
 �
 ���
��!	���� ΔE(L) �� ����"�	� ���� #	�"����
�������� � �
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